
Глава XI . .t:~ВОЙНЫЕ И ТРОЙНЫЕ 
ИНТЕГРАЛЫ 

I Лекции 44-46 I 
§ 53. ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 
53.1. Основные понятия и определения 

Обобщением определенного интеграла на случай функций двух пе-

ременных является так называемый двойной интеграл . 

у 

х 

Пусть в замкнутой области D плос­
кости Оху задана непрерывная функция 

z = f(x ; у). Разобьем область D на n 
«элементарных областей» D i (i = г,n), 
площади которых обозначим через 6..5i, 
а диаметры (наибольшее расстояние ме­
жду точками области) - через di (см. 

рис. 214). 
В каждой области D i выберем про­

извольную точку Mi(Xi; Yi), умножим 
значение f(Xi; Yi) функции в этой точке 

на 6..5i и составим сумму всех таких произведений: 

о 

Рис. 214 

n 

i=l 

(53 .1 ) 
Эта сумма называется 'Интегралъноi1 cYMMoi1 функции f(x; у) в обла­

сти D . 
Рассмотрим предел интегральной суммы (53.1), когда n стремит­

ся к бесконечности таким образом, что тах di -+ О . Если этот предел 

существует и не зависит ни от способа разбиения области D на ча­
сти , ни от выбора точек в них , то он называется aBOi1HblM 'Интеграло,м, 

от функции f (x; у) по области D и обозначается !! f(x; у) dx dy (или 

!! j(x;Y)d5) . D 

D 
§ Таким образом , дво1J:н.оЙ интегра.n, определяется равенством 

n !! j(x ; у) dx dy = ,,1~-tIIJo L j(Xi ; Yi) ·6..5i · (53.2) 
D (maxd;--tО) ;=1 

~ В этом случае функция f(x; у) называется интегрируе.моЙ в 
об.n,асти D ; D - об.n,астъ интегрирования; х и у - nере­

.менные интегрирования; dx dy (или d5) - э.n,е.мент n.n,ощади . 



ДЛЯ ВСЯКОЙ ли функции f(x; у) существует ДВОЙНОЙ интеграл? На 
этот вопрос отвечает следующая теорема, которую мы приведем здесь 

без доказательства. 

Теорема 53.1 (достаточное условие интегрируемости функции). 
Если функция z = f(x; у) непрерывна в замкнутой области D, то она 
интегрируема в этой области. 

3а,м,е"tан:uя. 
у -'/ r--... 

1. Далее будем рассматривать толь­
ко функции, непрерывные в области инте­

грирования, хотя двойной интеграл может 

существовать не только для непрерывных 

функций. 

/ \ 
2. Из определения двойного интегра­

ла следует, что для интегрируемой в обла­

сти D функции предел интегральных 

сумм существует и не зависит от спосо­

ба разбиения области . Таким образом, мы 

можем разбивать область D на площадки 

У; 

о 

;' 

l 
!::.Si ! 

...... ,/ 

!::.Х; х 

Рис. 215 

прямыми, параллельными координатным осям (см. рис . 215). При этом 
D..Si = D..x; . D..Yi, равенство (53.2) можно записать в виде 

11 

J J f(x ; У) dx dy = n11IIJo L !(Xi; Yi) . D..x; . D..Yi· 
D (maxd.->O) i=1 

53.2. Геометрический и физический смысл двойного 
интеграла 

Рассмотрим две задачи, приводящие к двойному интегралу. 

Объем цилиндрического тела 

Рассмотрим тело, ограниченное сверху поверхностью z = f(x; у) ~ 
~ О, снизу - замкнутой областью D плоскости Оху, с боков - цилин­

дрической поверхностью, образующая которой параллельна оси Oz, а 
направляющей служит граница области D (см. рис. 216). Такое тело 
называется 'Цuлu'Ндрu"tес'К'U,м, . Найдем его объем v. Для этого разобьем 
область D (проекция поверхности z = f(x ; У) на плоскость Оху) произ­
вольным образом на n областей Di , площади которых равны D..S; (i = 
= г,n). Рассмотрим цилиндрические столбики с основаниями D i , огра­
ниченные сверху кусками поверхности z = f(x; у) (на рис. 216 один из 
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них выделен). В своей совокупности они составляют тело V. Обозначив 
объем столбика с основанием D i через .6. V;, получим 

z 
z=!(X;Y) 

, !(Xi; Yi) 
~ 

у 

D 

n 

V=L.6.V;· 
;=1 

Возьмем на каждой площадке D; произ­
вольную точку Mi(Xi; Yi) и заменим ка­
ждый столбик прямым цилиндром с тем 

же основанием D i и высотой Zi = j(Xi; Yi). 
Объем этого цилиндра приближенно ра­

вен объему .6. V; цилиндрического столби­
ка, т. е . .6. V; ~ !(Xi; Yi) . .6.Si . Тогда полу­
чаем: 

n n 

V = L.6. V; ~ L !(Xi; Yi).6.Si . (53.3) 
i=1 i=1 

Это равенство тем точнее, чем больше чи-

Рис. 216 
сло n и чем меньше размеры «элементар­
ных областей» D i . Естественно принять 

предел суммы (53.3) при условии, что число площадок D i неограничен­
но увеличивается (n -t 00), а каждая площадка стягивается в точку 
(шах di -t О), за объем 11 цилиндрического тела, т. е. 

n 

V = liш ""' !(Xi; Yi).6.S i , n-}-СЮ ~ 
(maxd;-tО) i=l 

или, согласно равенству (53.2), 

V = J J ! (Х; У) dx dy. (53.4) 
D 

Итак, велu'Ч.uна aeoil:Hozo uнтеграла от неотрuv,ателъноi1. фунх:v,uu 

равна об15е.му v,uлuндрu'Ч.есх:ого тела. В этом состоит геометрический 

смысл двойного интеграла . 

Масса плоской пластинки 

Требуется найти массу т плоской пластинки D, зная, что ее по­
верхностная плотность, = ,(х; У) есть непрерывная функция коорди­
нат точки (х; У). Разобьем пластинку D на n элементарных частей D i 

(i = г,n), площади которых обозначим через .6.Si . В каждой области 
D i возьмем произвольную точку Mi(Xi; Yi) и вычислим плотность в ней: 
'(Xi; Yi). 

Если области D i достаточно малы, то плотность в каждой точке 

(х; У) Е D; мало отличается от значения 'Y(Xi; Yi). Считая приближен­
но плотность в каждой точке области Di постоянной, равной 'Y(Xi; Yi), 



можно найти ее массу mi: т; ~ ,( xi; Yi) . 6oSi . Так как масса m всей пла-
n 

стинки D равна m = L mi, то для ее вычисления имеем приближенное 
i=1 

равенство 
n 

(53.5) 
i=1 

Точное значение массы получим как предел суммы (53.5) при условии 
n -t 00 И maxdi -t О: 

n 

m = lim '" ,(Xi; Yi)6oSi , n->ОО ~ 
(maxd;->O) i=1 

или, согласно равенству (53.2), 

m = 11,(x;y)dxdy. (53.6) 

D 

Итак, двойной интеграл от функции ,(х; у) численно равен мас­

се пластинки, если подынтегральную функцию ,(х; у) считать плотно­

стью этой пластинки в точке (х; у). В этом состоит физический смысл 

двойного интеграла. 

53.3. Основные свойства ДВОЙНОГО интеграла 

Можно заметить, что процесс построения интеграла в области D 
дословно повторяет уже знакомую нам процедуру определения инте­

грала функции одной переменной на отрезке (см. п. 35). Аналогичны 
и свойства этих интегралов и их доказательства. Поэтому перечислим 

основные свойства двойного интеграла, считая подынтегральные функ­

ции интегрируемыми. 

1·11 с· f(x;y)dxdy = с· 11 f(x;y)dxdy, с - const. 
D D 

2. 11(11 (х; у) ± f2(X; у)) dx dy = 11 f1 (х; у) dx dy ± 11 f2(X; у) dx dy. 
D D D 

3. Если область D разбить линией на две обла­
сти D 1 и D2 такие, что D 1 U D 2 = D, а пересече­
ние D 1 и D 2 состоит лишь из линии, их разделяющей 

(см. рис. 217), то 

11 f(x; у) dx dy = 11 f(x; у) dx dy + 11 f(x; у) dx dy. 
D D, D2 
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4. Если в области D имеет место неравенство f( Х; у) ~ о, то и 

11 f(x;y)dxdy ~ о. Если в области D функции f(x;y) и !р(Х;У) удо­
D 
влетворяют неравенству f(x; у) ~ !р(Х; у), то и 

11 f(x; у) dx dy ~ 11 !р(Х; у) dx dy. 
D D 

5. 11 d5 = 5 , так как t 6.5i = 5. 
D .=1 

6. Если функция f(x; у) непрерывна в замкнутой области D, пло­

щадь которой 5, то т5 ~ 11 f(x; у) dxdy ~ М5, где т и М - соответ­
D 

ственно наименьшее и наибольшее значения подынтегральной функции 

в области D. 

7. Если функция f(x; у) непрерывна в замкнутой области D, пло­
щадь которой 5, то в этой области существует такая точка (хо; Уо), что 
11 f(x; у) dx dy = f(xo; Уо) ·5. Величину 

D f(xo;yo) = ~ . 11 f(x ;y)dxdy 
D 

называют средним значением функции f(x; у) в области D. 

53.4. Вычисление ДВОЙНОГО интеграла в Аекартовых 
КООРАинатах 

Покажем, что вычисление двойного интеграла сводится к последо­

вательному вычислению двух определенных интегралов. 

Пусть требуется вычислить двойной интеграл J 1 f(x; у) dx dy, где 
D 

функция f(x; у) ~ о непрерывна в области D. Тогда, как это было 
показано в п . 53.2, двойной интеграл выражает объем цилиндрическо­
го тела, ограниченного сверху поверхностью z = f(x; у). Найдем этот 
объем, используя метод параллельных сечений. Ранее (см. (41.6)) было 
показано, что 

ь 

V = 1 S(x)dx, 
а 

где 5(х) - площадь сечения плоскостью, перпендикулярной оси Ох, а 

х = а, х = Ь - уравнения плоскостей, ограничивающих данное тело. 

2 



Положим сначала, что область D представляет собой криволиней­
ную трапецию , ограниченную прямым и Х = а и х = Ь и кривыми у = 
= 4?l(X) и у = 4?2(Х), причем функции 4?l(X) и 4?2(Х) непрерывны и 
таковы, что 4?l(X) ~ 4?2 (Х) дЛЯ всех Х Е [а;Ь] (см . рис. 218). Такая 
область называется nравuлъноi1 в направлении оси ау : любая прямая, 

параллельная оси Оу, пересекает границу области не более чем в двух 

точках. 

Построим сечение цилиндрического тела плоскостью, перпендику­

лярной оси Ох : Х = const, где Х Е [а; Ь]. 

z 

у 

о а х ЬХ 

Рис . 218 
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Рис . 219 

в сечении получим криволинейную трапецию Аве D, ограничен­
ную линиями z = f(x; у), где х = const, z = О, У = CPl (х) И У = СР2(Х) 
(см. рис. 219) . 

Площадь S(x) этой трапеции находим с помощью определенного 
интеграла 

'l'2(Х) 

S(x) = J f(x; у) dy. 
'l'1(X) 

Теперь, согласно методу параллельных сечений, искомый объем 

цилиндрического тела может быть найден так: 

ь ь ( 'l'2(Х) ) 
V = J S (х) dx = J J f (Х; у) dy dx. 

а а 'l' 1(X) 

с другой стороны , в п. 53.2 было доказано , что объем цилиндриче­

ского тела определяется как двойной интеграл от функции J( Х; у) ~ о 



по области D . Следовательно, 

v = !! f(x;y) dxdy = J ( 'PJX) f(x; у) dY) dx. 
D а 'Р.(Х) 

ЭТО равенство обычно записывается в виде 

ь 'Р2(Х) 

!! f(x;y)dxdy = ! dx· ! f(x;y)dy. (5з.7) 

D а 'Р.(Х) 

Формула (53.7) представляет собой способ вычисления двойного инте­
грала в декартовых координатах. Правую часть формулы (53.7) назы­
вают двукратны.м (или повторным) интегралом от функции f (х; у) по 

'Р2(Х) 

области D. При этом ! f(x; у) dy называется внутренним интегра-

лом. 

Для вычисления двукратного интеграла сначала берем внутрен­

ний интеграл, считая х постоянным, затем берем внешний интеграл, 

т. е. результат первого интегрирования интегрируем по Х в пределах от 

а до Ь. 

Если же область D ограничена прямыми у = С И У = d (с < d), 
кривыми х = 'Фl (у) ИХ = 'Ф2(У), причем 'Фl (у) ~ 'Ф2(У) дЛЯ всех у Е [с; d], 
т. е. область D - nравилъная в направлении оси Ох, то, рассекая тело 

плоскостью у = const, аналогично получим: 

dФ2(У) 

!!f(x;y)dxdy=!dy. ! f(x;y)dx. 
D 1/Jl(Y) 

(53.8) 

Здесь, при вычислении внутреннего интеграла, считаем у постоянным. 

За.ме-чанu.я. 

1. Формулы (53.7) и (53.8) справедливы и в случае, когда f(x;y) < 
< О, (х;у) Е D. 

2. Если область D правильная в обоих направлениях, то двойной 
интеграл можно вычислять как по формуле (53.7), так и по форму­
ле (53.8). 

3. Если область D не является правильной ни «по Х», ни «по у», 
то для сведения двойного интеграла к повторным ее следует разбить 

на части , праВИЛl>ные в направлении оси Ох или оси Оу. 

4. Полезно помнить, что внешние пределы в двукратном интеграле 
всегда постоянны , а внутренние, как правило, переменные. 



Прu.м,ер 53.1. Вычислить JJ(X + 2y)dxdy, где область D огра­
D 

ничена линиями у = х2 , У = О, х + у - 2 = О. 

Q Решение: На рисунке 220 изображена 

область интегрирования D. Она правильная 
в направлении оси ·Ох. Для вычисления дан­
ного двойного интеграла воспользуемся фор­

мулой (53.8): 

1 2-у 

JJ(x + 2y)dxdy = J dy J (x+2y)dx= 
D о VY Рис. 220 

= j dy(~2 + 2Ух) /2- У = j С2 ~ у)2 + 4у _ 2у2 _ ~ _ 2Y~)dY = 
о I VY О 

5 

= ((у - 2)3 + 7· у2 _ 2 . у3 _ 2 . 2 . у"2 ) /1 = 
6 2·2 3 5 о 

1 8 7 2 4 29 = -- + - + - - - - - = - = 145. 
6 6 4 3 5 20 ' 

Отметим, что для вычисления данного двойного интеграла мож­

но воспользоваться формулой (53.7). Но для этого область D следует 
разбить на две области: D 1 и D 2 . Получаем: 

J J (х + 2у) dx dy = J J (х + 2у) dx dy + J J (х + 2у) dx dy = 
D Dl D2 

1 х 2 2 2-х 

= J dx J (х + 2у) dy + J dx J (х + 2у) dy = 
о о 1 О 

= j dX'(Xy+y2)lx2 +] dX'(Xy+y2)12-Х= 
О О 1 О 

1 2 

= J (х3 + х4 ) dx + J (2х - х2 + (2 - х)2) dx = 
о 1 

_(х4 х5 )/l (2 х3 (Х-2)3)/2_ - -+- + х --+ -
4 5 о 3 3 1 

= (~ + ~) + (4 - 1 - ~ + ~ + о + ~) = ~ + 3 - 2 = 145. 
4 5 3 3 3 20 ' 

Ответ, разумеется, один и тот же. • 

lЗ Конспек-r лекциlt по высше~ иатематике. Полный курс 



53.5. Вычисление АВОЙНОГО интеграла В полярных 
КООРАинатах 

Для упрощения вычисления двойного интеграла часто применяют 

метод подстановки (как это делалось и при вычислении определенного 

интеграла), т. е. вводят новые переменные под знаком двойного инте­
гралр,. 

Определим преобразование независимых переменных х и у (замену 

переменных) как 
х = 'P(U;v) и у = 'Ф(и; 'и). (53.9) 

Если функции (53.9) имеют в некоторой области D* плоскости Ouv не­
прерывные частные производные первого порядка и отличный от нуля 

определитель 

I 

~~ ~~ I I(u; v) = (53.10) 
i2JL i2JL ' 
ди дv 

а функция f(x; у) непрерывна в области D, то справедлива фор.мула 

за.ме'Ны nере.ме'Н'Ных в aeoi1HOM и'Нтеграле: 

!! f(x;y)dxdy = !! f('P(U;v);'Ij;(u;v)) ·II(u;v)ldudv. (53.11) 

D D' 

Функциональный определитель (53.10) называется оnределителе.м 

Я'К:оби или .я'К:обиа'Но.м (Г. Якоби - немецкий математик). Доказатель­

ство формулы (53.11) не приводим. 
Рассмотрим частный случай замены переменных, часто используе­

мый при вычислении двойного интеграла, а именно замену декартовых 

координат х и у полярными координатами r и 'Р. 
Е качестве и и v возьмем полярные координаты r и 'Р. Они связаны 

с декартовыми координатами формулами х = r cos 'Р, у = r sin 'Р (см. 
п.9.1). 

Правые части в этих равенствах - непрерывно дифференцируе­

мые функции. Якобиан преобразования определяется из (53.10) как 

I 
~~ ~~ I = I со. s 'Р I(r; 'Р) = 
i2JL i2JL sш 1/" 
дг д<р r 

-rsiп'Р I = т. 
r cos 'Р 

Формула замены переменных (53.11) принимает вид: 

!! f(x; у) dx dy = !! f(r cos 'Р; r sin 'Р) . r . dr d'P, (53.12) 
D D" 

где D* - область в полярной системе координат, соответствующая 

области D в декартовой системе координат. 
Для вычисления двойного интеграла в полярных координатах при­

меняют то же правило сведения его к двукратному интегралу. Так, если 



область D* имеет вид, изображенный на рисунке 221 (ограничена лу­
чами <р = о: и <р = (3, где о: < (3, и кривыми r = Т[ (<р) и r = Т2(<Р), где 
Тl (<р) :( Т2(<Р), т. е. область D* nравuл'Ьн.а.я: луч, выходящий из полюса, 
пересекает ее границу не более чем в двух точках), то правую часть 

формулы (53.12) можно записать в виде 
(3 Т2("") 11 Г· f(r cos <р; r sin <р) dr d<p = 1 d<p 1 г· f(r cos <р; r sin <р) dr. (53.13) 

D' с> т, ("") 

Внутренний интеграл берется при постоянном <р. 

о х 

Рис. 221 Рис. 222 

За.ме"tан.u.я. 

1. Переход к полярным координатам полезен, когда подынтеграль­
ная функция имеет вид f(x 2 + у2); область D есть круг, кольцо или 
часть таковых. 

2. На практике переход к полярным координатам осуществляет­
ся путем замены х = r cos <р, у = r sin <р, dx dy = r dr d<p; уравнения 
линий, ограничивающих область D, также преобразуются к полярным 
координатам. Преобразование области D в область D* не выполняют, 
а, совместив декартову и полярную системы координат, находят нуж­

ные пределы интегрирования по r и <р (исследуя закон изменения 1" и 

<р точки (г; <р) при ее отождествлении с точкой (х; у) области D). 

Прu,м,ер 53.2. Вычислить 11 }9 - х2 - у2 dx dy, где область D -
круг х2 + у2 :::; 9. D 

Q Решение: Применив формулу (53.12), перейдем к полярным коорди­
натам: 

11 }9 - х2 - y2 dxdy = 11 }9 - (rcos<p)2 - (rsin<p)2. rdrd<p = 
D D 

= 11 г· ~drd<p. 
D 

Область D в полярной системе координат определяется неравен­

ствами (см. рис. 222) О :( <р :::; 27Г, О :( r :( 3. Заметим: область D -

7 



круг - преобразуется в область D* - прямоугольник. Поэтому, со­

гласно формуле (53.13), имеем: 

21Г 3 

JJr,~drdcp= J dcp Jr.~dr= 
D о о 

3 
1 21Г 3 1 1 21Г (9 _ т2 ) 2" . 2 3 

= - 2' J dcp J (9 - т2 ) 2" . d(9 - т2 ) = - 2' J dcp ( 3 ) 10 = 
о о о 

1 21Г 2 

= -3 ! (O-27)dср=9СРI0" = 187r. • 
О 

53.б. Приложения ДВОЙНОГО интеграла 

Приведем некоторые примеры применения двойного интеграла. 

Объем тела 

Как уже показано (п. 53.2), объем цилиндрического тела находится 
по формуле 

v = !! f (х; у) dx dy, 
D 

где z = f(x; у) - уравнение поверхности, ограничивающей тело сверху. 

ПлощаДЬ плоской фигуры 

Если положить в формуле (53.4) f(x; у) = 1, то цилиндрическое 
тело «превратится» в прямой цилиндр с высотой Н = 1. Объем тако­
го цилиндра, как известно, численно равен площади S основания D. 
Получаем формулу для вычисления площади S области D: 

s = !! dxdy, 
D 

или, в полярных координатах, 

Масса плоской фигуры 

Как уже показано (п. 53.2), масса плоской пластинки D с перемен­
ной плотностью, = ,(х; у) находится по формуле 

m = !! ,(x;y)dxdy. 
D 



Статические моменты и КООРАинаты центра тяжести плоской 

фигуры 

Статические моменты фигуры D относительно осей Ох и Оу (см. 
п. 41.6) могут быть вычислены по формулам 

Sx = // y·,(x;y)dxdy и Sy = // x·,(x;y)dxdy; 
D D 

а координаты центра масс фигуры - по формулам 

Sy Sx 
хс = - и Ус =-. 

т т 

Моменты инерции плоской фигуры 

Моментом инер'Ции матерuалъноl1 то-ч,r.;u массы т относительно 

оси 1 называется произведение массы т на квадрат расстояния d точки 
до оси, т. е. /У1/ = m· еР. Моменты инерции плоской фигуры относитель­
но осей Ох и Оу могут быть вычислены по формулам: 

Мх = // у2 .,(x;y)dxdy, Му = // х2 .,(x;y)dxdy. 
D D 

Момент инерции фигуры относительно начала координат - по форму­

ле МО = МХ + А1у . 
3аме-ч,анuе. Приведенными примерами не исчерпывается примене­

ние двойного интеграла. Далее мы встретим приложение двойного ин­

теграла к вычислению площадей поверхностей фигур (п. 57.3). 

Прuмер 53.3. Найти объем тела, огра­

ниченного поверхностями х2 + у2 - Z + 1 = О и 
х2 + у2 + 3z - 7 = о. 

Q Решение: Данное тело ограничено двумя 

параболоидами (см. рис. 223). Решая систему 

{ Х
2 + у2 = Z - 1, 

х2 + у2 = -3z + 7, 

находим уравнение линии их пересечения: 

х2 + у2 = 1, z = 2. 
Искомый объем равен разности объемов 

двух цилиндрических тел с одним основанием 

z 

у 

Рис. 223 

(круг х2 + у2 ~ 1) и ограниченных сверху соответственно поверхностя­

ми z = !(7 - х2 - у2) И Z = 1 + х2 + у2. Используя формулу (53.4), 
имеем 

V = V1 - V2 == // ~(7-x2 -y2)dxdy - //(1 +х2 +y2)dxdy. 
D D 



Переходя к полярным координатам, находим: 

Прu.мер 53.4. Найти массу, статические мо­

менты Sx и Sy и координаты центра тяжести фигу­
ры, лежащей в первой четверти, ограниченной эл-

2 
липсом ~ + у2 = 1 и координатными осями (см . 

рис. 224). Поверхностная плотность в каждой точке 
фигуры пропорциональна произведению координат 

точки. 

у 

о 2 х 

Рис. 224 

Q Решение: По формуле (53.6) находим ма.ссу пластинки. По условию, 
, = ,(х; у) = k . ху , где k - коэффициент пропорциональности . 

М
2 

1-- 2 
2 4 k 2 /I-~ 

т = 11 kxy dx dy = k 1 х · dx 1 у dy = 2 1 х dx . у21 4 = 
D О О О О 

k 112 k( X
4 )1 2 

k = 2 . 4 х(4 - х2 ) dx = '8 2х2 -"'4 о = 2' 
о 

Находим статические моменты пластинки: 

2 

Sx = 11 у . kxy dx dy = k 1 х dx 
D О 

2 

Sy = 11 х . kxy dx dy = k 1 х2 dx 
D О 

~ Vl - T 

1 
о 

2 4 
У dy = ... = 15 k, 

/1_ х42 

1 у dy = ... = 185 k. 
о 

Находим координаты центра тяжести пластинки, используя формулы 

Х - ~ и у -~ . х - 16 У - ~ • 
с - т с - m' с - 15' с - 15' 



§ 54. ТРОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 
54.1. Основные понятия 

Обобщением определенного интеграла на случай функции трех пе­

ременных является так называемый «тройной интеграл». 

Теория тройного интеграла аналогична теории двойного интегра­

ла. Поэтому изложим ее в несколько сокращенном виде. 

Пусть в замкнутой области V пространства Oxyz задана непре­
рывная функция u = f(x; у; z). Разбив область V сеткой поверхностей 
на n частей vi (i = г,n) и выбрав в каждой из них произвольную точ-

n 
ку Mi(Xi; Yi; Zi), составим интегральную сумму 2: f(xi; Yi; Zi)!::. vi для 

i=1 
функции f(x; У; Z) по области V (здесь Д. vi - объем элементарной обла-
сти Vi). 

Если предел интегральной суммы существует при неограничен­

ном увеличении числа n таким образом, что каждая «элементарная 
область» vi стягивается в точку (т. е. диаметр области d; стремится к 
нулю, т. е. di ---+ О), то его называют mpoil:/i'blM unmегралом от функции 
u = f(x; У; z) по области V и обозначают 

111 f(x;y;z)· dxdydz 
v 

(или 111 f(x; у; z) dv). 
v 

Таким образом, по определению, имеем: 

n 

111 f(x; у; z) . dx dy dz = n1~+moo L f(xi; Yi; Zi)!::. vi = 
v (maxd;--40) ;=1 

= 111 f (х; у; z) dv. 
v 

Здесь dv = dx dy dz - элемент объема. 

(54.1) 

Теорема 54.1 (существования). Если функция u = f(x; у; z) непре­
рывна в ограниченной замкнутой области V, то предел интегральной 
суммы (54.1) при n ---+ 00 и maxdi ---+ О существует и не зависит 
ни от способа разбиения области V на части, ни от выбора точек 

Mi(Xi; Yi; zi) в них. 

Тройной интеграл обладает теми же свойствами, что и двойной 

интеграл: 

1. 111c'f(x;y;z)dv=c'111 f(x;y;z)dv,c-const. 
v у 



2. 111(л(х;у;z) ± f2(X;y;z))dv = 
v 

= 111 Л(х;у;z)dv± 111 f2(X;y;z))dv. 
v v 

3. 111 f(x; У; z) dv = 111 f(x; У; z) dv + 111 f(x; У; z) dv, если V = 
v ~ V2 

;:::: V1 U V2 , а пересечение V1 и V2 состоит из границы, их разделяющей. 

4. 111 f(x; У; z) dv ? О, если в области V функция f(x; У; z) ? о. 
v 

Если в области интегрирования f(x; У; z) ? <р(Х; У; z), то и 

111 f(x; У; z) dv ? 111 <р(х; У; z) dv. 
v v 

5.111 dv = V, так как в случае f(x;y;z) = 1 любая интегральная 
v n 

сумма имеет вид L: 6. vi = V и численно равна объему тела. 
i=l 

6. Оценка тройного интеграла: 

m· V ::;; 111 f(x; У; z) dv ::;; М . V, 
v 

где т и Л1 - соответственно наименьшее и наибольшее значения функ­

ции f(x; У; z) в области V. 

7. Теорема о среднем значении: если функция f(x; У; z) непрерыв­
на в замкнутой области V, то в этой области существует такая точка 
ма(ха; Уа; za), что 

111 f(x; У; z) dv = f(xa; Уа; Za) . V, 
v 

где V - объем тела. 

54.2. Вычисление тройного интеграла в декартовых 
координатах 

в декартовых координатах вычисление тройного интеграла сводит­

ся к последовательному вычислению трех определенных интегралов. 

Пусть областью интегрирования V является тело, ограниченное 
снизу поверхностью z = Zl (х; у), сверху - поверхностью z = Z2(X; у), 
причем Zl(X;Y) и Z2(X;y) (Zl(X;Y)::;; Z2(X;Y)) - непрерывные функции в 
замкнутой области D, являющейся проекцией тела на плоскость Оху 



(см. рис. 225). Будем считать область V - nравuл.'Ь'Н.о11 в 'Н.аnравл.е­

'Н.ии оси Oz: любая прямая, параллельная оси Oz, пересекает границу 
области не более чем в двух точках. Тогда для любой непрерывной в 

области V функции лх; у; z) имеет место формула 

Z2(X;Y) 

!!! f(x; у; z) dv = !! ( ! f(x; у; z) dz) ds, 
V D z,(x;y) 

(54.2) 

сводящая вычисление тройного интеграла к вычислению двойного ин­

теграла от однократного (доказательство формулы (54.2) не приводим). 
При этом сначала вычисляется внутренний интеграл по переменной z 
при постоянных х и у в пределах изменения z. Нижней границей инте­
грала является аппликата точки А - точки входа прямой, параллель­

ной оси Oz в область V, т. е. z = Zl (х; у); верхней границей - аппликата 

точки В - точки выхода прямой из области V, т. е. z = z2 (Х; у). Ре­
зультат вычисления этого интеграла есть функция двух переменных: 

х и у. 

у 

:::::::::::::::::Р:::::::::::::::': 

о а Ьх 

Рис. 225 Рис. 226 

Если область D ограничена линиями х = а, х = Ь (а < Ь), у = lPl (х) 
И У = lP2 (х), где lP! (х) и lP2 (х) - непрерывные на отрезке [а, Ь] функции, 
причем lPl (х) :::; lP2(X) (см. рис. 226), то, переходя от двойного интеграла 
по области D к повторному, получаем формулу 

ь 

!!! f(x;y;z)dxdydz = ! dx 
V а 

Z2(X;Y) ! f(x; у; z) dz, (54.3) 

z,(x;y) 

по которой вычисляется тройной интеграл в декартовых координатах. 



Заме'Ч,анu.я. 

1. Если область V более сложная, чем рассмотренная, то ее следует 
разбить на конечное число таких областей (правильных), к которым 

можно применить формулу (54.3). 
2. Порядок интегрирования в формуле 

(54.3), при определенных условиях, может 

быть иным. 

Пример 54.1. Вычислить 

/ / / (х + z) dx dy dz, 
v 

где V ограничена плоскостями х = О, У О, 

z = 1, х + у+ z = 2 (рис. 227). 

Q Решение: Область V является прав ильной 
в направлении оси Oz (как, заметим, и в на-

у 

Рис. 227 

правлении осей Ох и Оу). Ее проекция на плоскость Оху является пра­

вильной в направлении оси Оу (и оси Ох). Согласно формуле (54.3), 
имеем: 

\/ о о 

/1 l/-X (. z2) 1 2 - Х - У 
= dx dy· xz + 2 l = 

О О 

/

1 I/-X( (2-х-у)2 1) 
= dx 2х - х2 - ху - х + 2 - '2 dy = 

о о 

/

1 ( 2 у2 (2-х-у)З 1 )II-X = dx ху - х у - Х2 - 6 - '2 у о = 
о 

/

{( 2 2 3 x(l - х)2 1 (2 - х)з 1 1) 
= х - х - х + х - 2 - 6" + 6 - '2 + '2 х dx = 

о 

а . х22 - 2 . х; + :4 _ ~ (~2 _ 2 . хз
3 

+ х4
4

) _ ~ . х _ (2 ;4х)4) 1: = 

3 2 1 1 2 1 16 1 
= 4 - "3 + 4 - 24 - "3 - 24 + 24 = 4· • 



54.3. Замена переменных в тройном интеграле. 
Вычисление тройного интеграла 

в цилиндрических и сферических координатах 

При вычислении тройного интеграла, как и двойного, часто приме­

няется метод подстановки, т. е. совершается преобразование перемен­

ных. 

Пусть совершена подстановка х = ер(и; v; w), у = ф(u; v; w), z = 
= х(и; v; w). Если эти функции имеют в некоторой области V* про­
странства Ouvw непрерывные частные производные и отличный от ну-
ля определитель 

дх дх дх 
дu Bv Bw 

l(и', v', w) = ~ ~ E1L 
ди Bv Bw 

Bz Bz ~ 
дu Bv Bw 

то справедлива фор.мула за.менЪt nepe.мeHHЪtX в тройном интеграле: 

111 j(x;y;z)dxdydz = 
v 

= 111 j(ер(u;v;w);Ф(u;v;w);х(u;v;w)) ·II(u;v;w)ldudvdw. (54.4) 
V· 

Здесь l(и; v; w) - определитель Якоби, или якобиан преобразования 

(примем без доказательства). 

Для вычисления тройного интеграла 

часто используют так называемые цилин­

дрические координаты. 

Положение точки М(х; у; z) в простран­
стве Oxyz можно определить заданием трех 
чисел Т, ер, z, где Т - длина радиуса-вектора 

проекции точки М на плоскость Оху, ер -
угол, образованный этим радиусом-векто­

ром с осью Ох, z - аппликата точки lv! (см. 
рис. 228). 

Эти три числа (Т, ер, z) называются 1,{и­
лuндрu'Чес'ICU.мu 'lCоординатами точки М. 

z 

M(x;y;z) 
М(т; ер; z) 
z 

у 

Рис. 228 

Цилиндрические координаты точки связаны с ее декартовыми ко­

ординатами следующими соотношениями: 

I х = Т . cos ер, у = Т . sin ер, z = z I 

(т? О, ер Е [О; 27Г], Z Е Щ. 



Возь~ем в качестве и, V, W цилиндрические координаты r, 'Р, z и 
вычислим якоби ан преобразования: 

дх дх дх 
дт д<р az 

I(ro,u,·,z) = ~ ~ ~ r дт д<р az 

az az az 
дт д<р az 

cos 'Р 
sin 'Р 
О 

-r sin 'Р 
r cos<p 

О 

Формула замены переменных (54.4) принимает вид 

о 

о 

1 
= r ~ О. 

!!! j(x;y;z)dxdydz = !!! j(rcos'P;rsin'P;z)rdrd'Pdz. 
v v· 

(54.5) 

Таким образом, вычисление тройного интеграла при водится к инте-

грированию по r, по 'Р и по z аналогично тому, как это делается в 
декартовых координатах. 

За.ме-ч.а1tuе. К цилиндрическим координатам бывает удобно перей­

ти в случае, если область интегрирования образована цилиндрической 

поверхностью. 

Прu.мер 54.2. Вычислить !!! z·dxdydz, где V - область, огра­
v 

ниченная верхней частью конуса х2 + у2 = z2 И плоскостью Z = 1. 

Q Решение: На рис. 229 изображена область интегрирования V. Вы­
числим интеграл путем перехода к цилиндрическим координатам: х = 
= r· cos<p, у = r· sin'P, z = z. Здесь dxdydz = r· drd'Pdz. Уравнение 
конуса примет вид r 2 cos2 'P+r2 sin2 'Р = z2, т. е. z = r. Уравнение окруж­
ности х2 + у2 = 1 (границы области D) запишется так: r = 1. Новые 
переменные изменяются в следующих пределах: r - от О до 1, 'Р - от 

О до 21Г, а z - от r до 1 (прямая, параллельная оси Oz, пересекающая 
область D, входит в конус z = r и выходит из него на высоте z = 1). 

Таким образом, согласно формуле (54.5), получаем: 
2". 1 1 

! !! z dx dy dz = !!! z . r . dr d'P dz = ! d'P ! r dr ! z dz = 
v v о о r 

2". 1 2 i 2". 1 1 2 ! d'P ! r dr . z2 1 r = ! d'P ! r . (2 - r2 ) dr = 
о о о о 

2". r2 r4' 1 1 ! d'P' ( "4 - 8" ) 10 = 8 
о 

Заметим, что, не переходя к цилиндрическим координатам, полу-
чим: 

1 V'!-X2 

!J! z· dxdydz = ! dx ! Z· dz. • 
v -1 -v'!-X2 



z 

z=l 

1 У 

Рис. 229 

z 

M(x·y·z) 
: м (р; <р'; В) 
, 
I 
I 

Рис. 230 

у 

Сферu'Ч.ес"uмu "оордин.аmа.ми точки М (х; у; z) пространства Oxyz 
называется тройка чисел р, <р, (), где р - длина радиуса-вектора точки 

М, <р - угол, образованный проекцией радиуса-вектора ОМ на плос­

кость Оху и осью Ох, () - угол отклонения радиуса-вектора ОМ от 

оси Oz (см. рис. 230). 
Сферические координаты р, <р, () связаны с декартовыми коорди­

натами х, у, z соотношениями: 

I х = р cos <р • sin (), у = р sin <р • sin (), z = р cos () I 
(р ~ О, О ~ <р ~ 27[, О ~ () ~ 7[). 

в некоторых случаях вычисление тройного интеграла удобно про­

изводить, перейдя к сферическим координатам. Для этого нужно вос­

пользоваться формулой замены переменных в тройном интеграле 

(54.4). Так как якобиан преобразования 

то 

cos <р sin () 
I(r;<p;z) = sin<psin() 

cos () 

- р sin <р sin () 
р cos <р sin () 

О 

р cos <р cos () 
р sin <р cos () 
-р sin () 

. . () I sin <р sin () = р sш <р sш· cos () 
р sin <р cos () I . () + 
-рsш 

: I cos <р sin () + р cos <р sш () . () 
cos 

= р sin <р sin ()( - р sin <р sin2 
() - р sin <р cos2 

()) + 

р cos <р cos () I = 
-psin() 

+ р cos <р sin ()( -р cos <р sin2 
() - р cos <р cos2 

()) = 

= - р2 sin 2 <р sin () . 1 _ р2 cos2 <р sin () . 1 = _ р2 sin () . 1 = _ р2 sin (), 

111 j(x;y;z)dxdydz = 
v 
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= 111 f(p cos ({! sin 8; р sin ({! sil1 8; Р cos 8) . р2 sil1 8· dp d({! d8. (54.б) 
V· 

За.ме"tа'Нuе. Переходить к сферическим координатам удобно, когда 

область интегрирования V есть шар (уравнение его границы х2 + у2 + 
+ Z2 = R2 В сферических координатах имеет вид р = R) или его часть, 
а также если подынтегральная функция имеет вид f(x 2 + у2 + z2). 

Прu.мер 54.3. Вычислить 

111 dx . dy . dz I ' 

v 1 + (х2 + у2 + z2)2 

где V - шар х2 + у2 + z2 ~ 1. 

Q Решение: Вычислим интеграл путем перехода к сферическим коор­
динатам: х = pcos({!sin8, у = psil1({!siI18, z = pcos8. Тогда 

dV = dx dy dz = р2 sil1 8 dp d({! d8. 

Граница области V - сфера и ее .уравнение имеет вид р = 1, подынте­
гральная функция после замены переменных примет вид 12 3/2' 

1 + (р ) 
т. е. ~. Новые переменные изменяются в следующих пределах: р -

l+р 
от n до 1, ({! - от О ДО 2п, 8 - от О до п. Таким образом, согласно фор­

муле (54.б), 

1 11' 211' 1 2 

1 = 111 1 + р3 . / sin 8 dp d({! d8 = 1 sil1 8 d8 1 d({! 1 1: р3 dp = 
v о о о 

11' 211' 1 1 11' 211' 1 
= 1 sil18d8 1 d({!(з In 11 + Р3 1) 10 = 1 sil18d8 1 3 1112d({! = 

о о о о 

1 11' 1211' 2п 11' 
= 3 In 2 1 sin 8 d8 . ({! о = '3 In 2 1 sil1 8 d8 = 

о о 

2п 111' 4п = -ln2(-cos8) = -ln2 . 
3 о 3 

54.4. Некоторые приложения тройного интеграла 

Объем тела 

Объем области 11 выражается формулой V = 111 dv или 
v 

V = 111 dx dy dz - в декартовых координатах, 
v 

• 



v = J J J r dr dVJ dz - в цилиндрических координатах, 
v 

V = J J J р2 sin В dp dcp dB - в сферических координатах. 
v 

Масса тела 

Масса тела m при заданной объемной плотности 'У вычисляется с 
помощью тройного интеграла как 

m = JJJ 'Y (x; y; z )dx dydz, 
v 

где 'УС х ; у ; z) - объемная плотность распределения массы в точке 

М(х; У ; z ). 

Статические моменты 

Моменты Sxy, Sx z, Syz тела относительно координатных плоско­
стей Оху , Oxz, Oyz вычисляются по формулам 

Sxy = JJJ Z · 'У(х ; у ; z) dv , Syz = JJJ х . 'УСх; У; z ) dv, 
v v 

Sxz = JJJ Y· 'Y (x;y;z)dv. 
v 

Центр тяжести тела 

Координаты центра тяжести тела V находятся по формулам 
Syz 

Хс =-, 
m 

Siz 
Ус=-, 

m 

Sxy 
zc=-' 

m 

Моменты инерции тела 

Моменты инерции тела относительно координатных плоскостей 

вычисляются по формулам 

lху = JJ! z2 ''Y(x ;y; z )dv, lyz = J J J х2 . 'У(Х; у; z) dv, . 
v V 

lxz = J J J у2 . 'У(Х; у; z) dv, 
v 

а моменты инерции относительно координатных осей: 

lх= JJJCy2+z2)''YCX;y; z )dv , lу= JJJCx2+ z2)''YCX;y;z)dv, 
v v 

lz = JJJCx2 +у2 ) . 'Y (~;y;z)dv. 
v 

Пример 54.4. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 

z = х2 + у2 И Z = 1. 



Q Решение: Данное тело ограничено сверху плоскостью z = 1, снизу -
параболоидом z = х2 +у2 (см. рис. 231). Объем тела находим, используя 
цилиндрические координаты: 

2" 1 1 

V = J J J r . dr d<p dz = J d<p J r . dr J dz = 
v о о r 2 

2" 1 2" 1 1 1 2" 7г J d<p J т(1 - т2 ) dr = J (2 - 4)d<p = 4<Р/О = 2' • 
о о о 

у 
у 

Рис. 231 Рис. 232 

Прu.м,ер 54.5. Найти массу шара х2 + у2 + Z2 ~ 2Rz, если плот­
ность в каждой точке шара обратно пропорциональна расстоянию от 

нее до начала координат (дополнительно: найти координаты центра 

тяжести). 

Q Решение: Уравнение сферы х2 + у2 + z2 = 2Rz можно записать так: 
х2 + у2 + (z - R)2 = R2. Центр шара расположен в точке 01 (О; О ; R) 
(см. рис . 232) . Пусть М(х; у ; z ) - произвольная точка шара. Тогда, по 

условию , плотность , определяется формулой 

k 
, (X ;y;z ) = JX2 +y2+ z 2' 

где k - коэффициент пропорциональности, J х2 + у2 + z 2 - расстоя­
ние от точки М до начала координат. 

Итак, m = J'fJ,(x;y;z)dv = J'fJ k dv. 
J. J. J х2 + у2 + z2 
V V 

Вычислять интеграл будем в сферических координатах. Уравнение 

сферы х2 + у2 + z2 = 2Rz примет вид р2 = 2Rp· СOS(}, т. е. р = 2Rcos(}. 
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Поэтому сферические координаты будут изменяться в следующих пре­

делах: р - от О до 2RcosB; В - от О до ~; t.p - от О до 27Г. Подынте-

гральная функция примет вид ~ = !s.. Поэтому 
v р2 Р 

7г 

k 27Г"2 2RcosO 

т = J J J -. р2 sin В dp dt.p dB = k J dt.p J sin В dB J р dp = 
v р о о о 

7г 7г 

27Г"2 1 27Г "2 . 

=k J dt.p J sinBdB."2.4R2cos2B=-2R2k J dt.p J cos2 Bd(cosB) = 

Из соображений симметрии следует, что хс = О, ус = О; вычислив 
интеграл .l . JIJ z J k dv, найдем Zc = 15 R. И так, координа-

т х2 + у2 + z2 
V 

ты центра тяжести (О; О; gR). • 



"'" 
Глава XII. КРИВОЛИНЕИНЫЕ 
И ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

I Лекции 47-50 I 
Обобщением определенного интеграла на случай , когда область ин­

тегрирования есть некоторая кривая , является так называемый криво­

линейный интеграл . 

§ 55. КРИВОЛИНЕЙНЫЙ ИНТЕГРАЛ I РОДА 
55.1. Основные понятия 

Пусть на плоскости Оху задана непрерывная кривая АВ (или L) 
длины [. Рассмотрим непрерывную функцию f(x ; у) , определенную в 

точках дуги АВ. Разобьем кривую АВ точками МО = А, M 1 , М2 , • • • 

... ,Мn = В на n произвольных дуг M i - 1 M i С длинами 6.l i (i = 1, 
2, ... , n)(см. рис . 233). Выберем на каждой дуге Mi-1Mi произвольную 
точку (Xi; Yi) и составим сумму 

n 

L f(Xi ; Yi)6.l i . (55.1) 
;·:1 

х 

о 

Рис. 233 

Ее называют u'H-mеграл'Ь'Н-оiJ. cYMMOiJ. для фу'Н-'К:v,uu f(x; У) ПО 1Сри­
воiJ. АВ. 

Пусть л = шах 6.l i - наибольшая из длин дуг деления. Если 
l :( i :( n 

при Л -t О (тогда n -t 00) существует конечный предел интегральных 



сумм (55.1), то его называют х;рuволuне11н:ым uнтегралом от фунх;'Цuu 

f(x; у) по длuн.е х;риво11 АВ (или 1 рода) и обозначают J f(x; у) dl (или 

! f(x; у) dl). 
L 

Таким образом, по определению, 

n 

J f(x; у) dl = lim "" f(xi; Yi)t:::..l i . n~OO~ 
АВ (Л-->О) ;=1 

АВ 

(55.2) 

Условие существования криволинейного интеграла 1 рода (суще­
ствования предела интегральной суммы (55.1) при n -+ 00 (л -+ О)) 
представляет следующая теорема, которую мы приводим здесь без до­

казательства. 

Теорема 55.1. Если функция f(x; у) непрерывна в каждой точке 

гладкой кривой (в каждой точке (х; у) Е L существует касательная 
к данной кривой и положение ее непрерывно меняется при перемеще­

нии точки по кривой), то криволинейный интеграл 1 рода существует 

и его величина не зависит ни от способа разбиения кривой на части, 

ни от выбора точек в них. 

Аналогичным образом вводится понятие криволинейного интегра­

ла от функции f(x; у; z) по пространственной кривой L. 
Приведем основные свойства криволинейного интеграла по длине 

дуги (1 рода). 

1. J f(x; у) dl = J f(x; у) dl, т. е. криволинейный интеграл 1 ро-
АВ ВА 

да не зависит от направления пути интегрирования. 

2. J С· f(x; у) dl = с· J f(x; у) dl, с = const. 
L L 

3. !(!I(x;y)±f2(x;y))dl=! fl(x;y)dl± J f2(x;y)dl. 
L L L 

4. J f(x;y)dl = J f(x;y)dl + J f(x;y)dl, если путь интегрирова-
L L , L 2 

ния L разбит на части L 1 и L 2 такие, что L = L 1 U L 2 И L 1 И L 2 имеют 
единственную общую точку. 
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5. Если для точек кривой L выполнено неравенство f1 (Х; у) ~ 

~ f2(X;Y), то J !l(x;y)dl ~ J f2(X;y)dl. 
L L 

6. J dl = lim f= tll; = [, где l - длина кривой АВ. 
71.-+00 . , 

АВ (>'->0) ,=1 

7. Если функция f(x; у) непрерывна на кривой АВ, то на этой кри­

вой найдется точка (Хс;Ус) такая, что J f(x;y)dl = f(xc;yc) · l (тео-
рема о среднем) . АВ 

55.2. Вычисление криволинейного интеграла I рода 

Вычисление криволинейного интеграла 1 рода может быть сведено 
к вычислению определенного интеграла. Приведем без доказательства 

правила вычисления криволинейного интеграла 1 рода в случаях, если 
кривая L задана параметрическим, полярным и явным образом. 

Параметрическое ПРej\ставление кривой интегрирования 

Если кривая АВ задана параметрическими уравнениями х = x(t), 
У = y(t), t Е [й;,8], где x(t) и y(t) - непрерывно дифференцируемые 
функции параметра t, причем точке А соответствует t = й, точке В -
значение t = /3, то 

rз J f(x;y)dl= J f(x(t);y(t)) ,)xl'+Yl'dt. (55 .3) 

АВ '" 

Аналогичная формула имеет место для криволинейного интегра­

ла от функции f(x; у; z) по пространственной кривой АВ, задаваемой 
уравнениями х = x(t), у = y(t), z = z(t), й ~ t ~ /3: 

rз J f(x; у; z) dl = J f(x(t); y(t); z(t)) . ) x~' + yl' + zl' dt. (55.4) 

АВ '" 

Явное ПРej\ставление кривой интегрирования 

Если кривая АВ задана уравнением у = <р(х), х Е [а; Ь], где <р(х) -
непрерывно дифференцируемая функция, то 

ь J f(x; у) dl = J f(x ; <р(х)) . )1 + y~' dx. (55.5) 
АВ а 

Подынтегральное выражение в правой части формулы (55.5) получа-

ется заменой в левой части у = <р(х) и dl = )1 + y~' dx (дифференциал 
дуги кривой - см. п . 41.3). 



Прu.мер 55.1. ВblЧИСЛИТЬ J ху2 dl, где L - отрезок прямой ме­
L 

жду точками 0(0; О) и А(4; 3). 

Q Решение: Уравнение прямой ОА есть у = ix, О ~ х ~ 4. Согласно 
формуле (55.5), имеем: 

4 3 2RJ2 454 J ху2 dl = J х . (;i X)' 1 + (4) dx = 64 J хЗ 
dx = 45. 

L о О 
• 

Полярное представление кривой интегрирования 

Если плоская кривая L задана уравнением r = Т(<р), о: ~ <р ~ /3 в 
ПОЛЯРНblХ координатах, то dl = Jr 2 + (r~)2d<p и 

(3 

J j(x;y)dl = J j(rcos<p;rsin<p)' Jr 2 +r~2d<p. (55.6) 
L с> 

Подчеркнем, что нижний предел определенного интеграла в фор­

мулах (55.3)-(55.6) должен бblТЬ меньше верхнего. 

Прu.мер 55.2. ВblЧИСЛИТЬ J (х + y)dl, где L­
L 

лепесток лемнискаТbI r = Jsin 2<р , расположенной в 
1 координатном углу. 

Q Решение: Кривая интегрирования изображена на 

рисунке 234. Воспользуемся формулой (55 .6) . Так , О 

как 
Рис. 234 

cos2 2<p d<p 
sin 2<р + . d<p = --::=== 

sш 2<р J sin 2<р 
dl = d<p 

r 

то, заметив, что О ~ <р ~ I' получаем : 

7r 7r 

2 2 

р 

J (х + у) dl = J (Т cos <р + r sin <р) ~: = J (cos <р + sin <р) d<p = 2. • 
L О О 

55.3. Некоторые приложения криволинейного 
интеграла I рода 

КриволинеЙНblЙ интеграл 1 рода имеет разнообразНblе приложения 
в математике и механике. 



Длина кривой 

Длина l кривой АВ плоской или пространственной линии вычи­

сляется по формуле l = J dl . 
АВ 

ПлощаДЬ цилиндрической поверхности 

Если направляющей цилиндри­

ческой поверхности служит кривая 

АВ, лежащая в плоскости Оху, а 

образующая параллельна оси Oz 
(см. рис. 235), то площадь поверх­
ности, задаваемой функцией z 

= f(x; у), находится по формуле Q = 
= J f(x; у) dl. 
АВ 

Масса кривой 

z 

о 

х А в 

Рис. 235 

Масса материальной кривой АВ (провод, цепь, трос, ... ) определя-

ется формулой m = J "((М) dl, где"( = "((М) = "((х; у) - плотность 
АВ 

кривой в точке М. 

О Разобьем кривую АВ на n элементарных дуг М-:;Мi (i = 1, n). 

Пусть (Xi; Yi) - произвольная точка дуги М-:;Мi. Считая прибли­
женно участок дуги однородным, т. е. считая, что плотность в каждой 

точке дуги такая же, как и в точке (Х;; Yi), найдем приближенное зна-

чение массы т; дуги М-:;Мi: 
mi ~ "((Xi; Yi)6.l i . 

Суммируя, находим приближенное значение массы т : 

(55.7) 
i=l 

За массу кривой АВ примем предел суммы (55.7) при условии, что 
max6.li -+ О (n -+ 00), т. е. 

т= lim "" "((Xi; fj;)6.l i , n--+оо ~ 
(тах iJ.li--+О) i=l 

или, согласно формуле (55.2), 

т = J "((х; у) dl. 
АВ 

(Заметим , что предел существует, если кривая' АВ гладкая, а плотность 

задана непрерывной в каждой точке АВ функцией.) • 
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Статические моменты, центр тяжести 

Статические моменты относительно осей Ох и Оу и координаты 

центра тяжести материальной кривой АВ определяются по формулам 

Sx= J у·Т'{х;у)dl, Sy= J Х·Т'(х;у)dl, 
АВ АВ 

Моменты инерции 

Sy 
хс = -.' m 

Sx 
УС =-. 

m 

Для материальной кривой АВ моменты [х, [у, [о инерции относи­

тельно осей Ох, Оу и начала координат соответственно равны: 

[х = У ·Т'(Х; У) dl, J 2 [у = Х ·Т'(Х; У) dl, J 2 [о = J (х2 +у2)·Т'(х; У) dl. 
АВ АВ АВ 

Прuмер 55.3. Найти центр тяжести полуокружности х2 + у2 = R2
, 

лежащей в верхней полуплоскости. Плотность считать равной единице 

в каждой точке кривой (1' = 1). 
о Решение: Из соображений симметрии ясно, 
что центр тяжести находится на оси Оу (см. 

рис. 236). Поэтому хс = о. Ордината центра тя-

жести J у. dl 
АВ 

УС = J dl . 
АВ 

Знаменатель дроби - длина полуокружности. 

Поэтому J dl = 1г R. 
АВ 

у 

R 

А о в х 

Рис. 236 

ДЛЯ вычисления числителя воспользуемся параметрическими 

уравнениями окружности х = R cos t, У = R sin t, О ~ t ~ 1Г. Имеем: 
~ ~ J у. dl = f R sin t . J ю sin2 t + Ю cos2 t . dt = R2 J sin t dt = 2R2

• 

АВ О О 

_ 2R2 _ 2R _ _ 2R 
Следовательно, УС - -R - -. Итак, хс - О, УС - -. • 

1г 1г 1г 

§ 56. КРИВОЛИНЕЙНЫЙ ИНТЕГРАЛ 11 РОДА 
56.1. Основные понятия 

Решение задачи о вычислении работы переменной силы при пере­

мещении материальной точки вдоль некоторой кривой (и других) при­

водит к понятию криволинейного интеграла II рода. 
Криволинейный интеграл II ро)щ определяется почти так же, как 

и интеграл 1 рода. 
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Пусть в плоскости Оху задана непрерывная кривая АВ (или L) и 
функция Р(х; у), определенная в каждой точке кривой. Разобьем кри­

вую АВ точками МО = А, А11 , .•• , Мn = В в направлении от точки А к 

точке В на n дуг ~; с длинами b..l i (i = 1,2, ... , n). 
На каждой «элементарной дуге» 

У В ~; возьмем точку (Xi; Yi) и соста­
вим сумму вида 

У; 

t:.Yi 
n 

LP(Xi;Yi)· b..Xi, (56.1) Yi-I 

i=1 

А где ~xi = Х; - Xi-1 - проекция дуги 

~i на ось Ох (см. рис. 237). 
О Xi-I Х; Х 

Сумму (56.1) называют u'Н.тегралъ-
Рис. 237 нои cYMMou для фуюсцuu Р(х; у) ПО nе-

ре.м.ен'Н.ои х. Таких сумм можно соста­

вить бесчисленное множество. (Отличие сумм (55.1) и (56.1) очевидно.) 
Если при л = тах b..l; --* О интегральная сумма (56.1) имеет ко-

1~i~n . 

нечный предел, не зависящий ни от способа разбиения кривой АВ, НИ 

от выбора точек (Xi; Yi), то его называют 'Х:рuволu'Н.еи'Н.'bI.М uнтеграло.м. 
ПО 'Х:оорди'Н.ате х (или 11 рода) от фу'Н.'Х:цuu Р(х; У) по 'Х:рuвоu АВ и 

обозначают J Р(х; У) dx или J Р(х; У) dx. 
АВ L 

Итак, 
n 

J Р(х; У) dx = lim '" P(Xi; Yi)b..xi. 
n-400 ~ 

АВ (.\--+0) i=1 

Аналогично вводится криволинейный интеграл от функции Q(x; У) 
по координате у: 

n 

J Q(X; У) dy = lim '" Q(Xi; Yi)~Yi, n-too ~ 
АВ (.\--+0) i=1 

где ~Y; - проекция дуги ~i на ось Оу. 
КрuволuнеU'Н.'ЬtU uнтеграл 11 рода общего вида 

J Р(х; У) dx + Q(x; У) dy 
АВ 

определяется равенством 

J P(x;y)dx+Q(x;y)dy= J P(x;y)dx+ J Q(x;y)dx. 
АВ АВ АВ 
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Криволинейный интеграл / Q(x; у; z) dx+Q(x; у; z) dy+R(x; у; z) dz 

L 
по пространственной кривой L определяется аналогично. 

Теорема 56.1. Если кривая АВ гладкая, а функции Р(х; у) и Q(x; у) 
непрерывные на кривой АВ, то криволинейный интеграл 11 -рода су­

ществует. 

Отметим лишь некоторые свойства криволинейного интеграла 

II рода. 

1. При изменении направления пути интегрирования криволиней­
ный интеграл II рода изменяет свой знак на противоположный, т. е. 

/ = - / 
АВ ВА 

(проекция дуги ~ i на оси Ох и Оу меняют знаки с изменением 
направления) . 

2. Если кривая АВ точкой С разбита на две части АС и СВ, то 
интеграл по всей кривой равен сумме интегралов по ее частям, т. е. 

/=/+/. 
АВ АС СВ 

3. Если кривая АВ лежит в плоскости, перпендикулярной оси Ох, 
то 

/ Р(х; y)dx = О (все ~X; = О); 
L 

аналогично для кривой, лежащей в плоскости, перпендикулярной 

оси Оу: 

/ Q(x; y)dy = О (все ~Y; = О). 
L 

4. Криволинейный интеграл по замкнутой кривой (обозначается 

f ) не зависит от выбора начальной точки (зависит только от направ­n 
ления обхода кривой). 

а Действительно, 

f / + / 
АтСnА АтС СnА m 

(см. рис. 238). С другой стороны, 
Рис_ 238 
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f = J + J 
СnАтС СnА АтС 

Таким образом, 

f f • 
АтСnА Сп АтС 

56.2. Вычисление криволинейного интеграла 11 рода 

Вычисление криволинейного интеграла II рода, как и 1 рода, может 
быть сведено к вычислению определенного интеграла. 

Параметрическое представление кривой интегрирования 

Пусть кривая АВ задана параметрическими уравнениями х = x(t) 
и У = y(t), где функции x(t) и y(t) непрерывны вместе со своими про­
изводными x'(t) и y'(t) на отрезке [о:;jЗ], причем начальной точке А 
кривой соответствует значение параметра t = 0:, а конечной точке В -
значение t = jЗ. и пусть функция Р(х; у) непрерывна на кривой АВ. 
Тогда, по определению, 

n 

J Р(х; у) dx = lim ~ P(Xi; Yi) C1xi. n-+-оо ~ 
АВ ('\-;0) i=1 

Преобразуем интегральную сумму к переменной t. Так как 
C1Xi = Х; - xi-l = X(ti) - X(ti-l)' 

то по формуле Лагранжа (см. (25.2)) имеем: C1Xi = x'(Ci)C1ti, где Ci Е 

Е (ti-l; ti), C1ti = ti - ti-1· 
Выберем точку (Xi; Yi) так, чтобы Xi = X(Ci), Yi = y(Ci)' Тогда пре-

, n , 
образованная интегральная сумма 2: P(X(Ci); y(Ci)) , X'(Ci) . C1ti будет 

i=1 
интегральной суммой для функции одной переменной P(x(t); y(t)) ·х' (t) 
на промежутке [о:; fЗ], Поэтому 

(3 

J Р(х; у) dx = J p(x(t); y(t) )х' (t) dt, (56.2) 

АВ '" 
Аналогично получаем: 

(3 

J Q(x; у) dy = J Q(x(t); y(t))y'(t) dt, (56.3) 

АВ '" 
Складывая почленно полученные равенства (56.2) и (56.3), полу-

чаем: 

(3 

J Р(х; у) dx + Q(x; у) dy = J (P(x(t); y(t))x'(t) + Q(x(t); y(t))y'(t)) dt. 

АВ '" 
(56.4) 



Явное представление кривой интегрирования 

Если кривая АВ задана уравнением у = <р(х), х Е [а; Ь], где функ­
ция <р(х) и ее производная <р'(х) непрерывны на отрезке [а; Ь], то из 
формулы (56.4), приняв х за параметр, имеем параметрические урав­
нения кривой АВ: х = х, у = <р(х), х Е [а; Ь], откуда получим: 

ь ! P(x;y)dx+Q(x;y)dy = ![Р(х;<р(х)) +Q(x;<p(x))<p'(x)] dx. (56.5) 
АВ а 

в частности, 
ь 

J Р(х; у) dx = J Р(х; <р(х)) dx. (56.6) 
АВ а 

Если АВ - гладкая пространственная кривая, которая описыва­

ется непрерывными на отрезке [0:;,8] функциями Х = x(t), У = y(t) и 
z = z(t), то криволинейный интеграл 

J Р(х; у; z) dx + Q(x; у; z)dy + R(x; у; z) dz 
АВ 

вычисляется по формуле 

jЗ 

! Pdx+Qdy+Rdz= ![P(x(t);y(t);z(t))x'(t)+ 
АВ а 

+Q (x(t); у( t); z(t)) у' (t) + R(x( t); у( t); z(t)) z' (t)] dt. (56.7) 

За.ме-чан,uе. Криволинейные интегралы 1 и 11 рода связаны соотно­

шением J Pdx+Qdy= J (Рсоsо:+Qсоs,8)dl,гдео:и,8-углы, 
АВ АВ 

образованные касательной к кривой АВ в точке М(х;у) с осями Ох и 

Оу соответственно. 

Прu.мер 56.1. Вычислить 1 = J (х - у)2 dx + (х + у)2 dy, L -
L 

ломаная ОАВ, где 0(0; О), А(2; О), В(4; 2). у 

Q Решение: Так как L = ОАВ = ОА + АВ (см. 

рис. 239), то 1 = J = J + ! . 
L ОА АВ 

Уравнение отрезка ОА есть у = О, О ~ х ~ 2; 
уравнение отрезка АВ: у = х - 2, х Е [2; 4]. Со-

о у=о 2 4 х 

Рис. 239 



гласно формуле (56.5) , имеем: 

2 4 

1= ![(x-0)2+0]dx+ ![22 +(2x-2)2.J.]dx= 
о 2 

= ~31: + 4XI: + ! . (2х ~ 2)31: = i + (16 - 8) + i(216 - 8) = 1~6 . • 

Прu.м,ер 56.2. Вычислить 1 = ! у2 dx+ (х2 +z) dY+(X+y+z2) dz, 

L 
L - отрезок прямой в пространстве от точки А(l; О; 2) до точки 
В(3; 1; 4). 

Q Решение: Составим уравнение прямой, проходящей через точки А и 
В: х 2" 1 = ! = z "2 2 или в параметрической форме: х = 2t + 1, у = t, 
z = 2t + 2. При перемещении от точки А к точке В параметр t меняется 
от О до 1. По формуле (56.7) находим, что 

1 

1 = ! [t 2 · 2+ ((2t + 1)2 + 2t + 2) ·1+ (2t + 1 + t + (2t + 2)2) .2] dt = 

01% 

= ! (14t2 + 28t + 13) dt = з. • 
о 

56.3. Формула ОстрограАского-Грина 

Связь между двойным интегралом по области D и криволиней­

ным интегралом по границе L этой области устанавливает формула 
Остроградского-Грина, которая широко при меняется в математиче­

ском анализе. 

Пусть на плоскости Оху задана область D, ограниченная кривой, 
пересекающейся с прямыми, параллельными координатным осям не 

более чем в двух точках, т. е . область D - правильная. 

Теорема 56.2. Если функции Р(х; у) и Q(x; у) непрерывны вместе 

со своими частными производными ~~ и ~ в области D, то имеет 
место формула 

!! (~~ - ~:) dxdy = f Fdx + Qdy, (56.8) 

где L - граниt.8 области D и интегри р6вание вдоль кривой L произ­
водится в положительном направлении (при движении вдоль кривой, 

область D остается слева). 



Формула (56.8) называется формулой Остроградского-Грина. 

О Пусть у = <{!l (х) - уравнение дуги АnВ, а у = <{!2(Х) - уравнение 

дуги АтВ (см. рис. 240). Найдем сначала 11 ~~ dx dy. По правилу 
вычисления двойного интеграла, имеем: D 

дР ь <Р2(Х) дР 
У у = 'Р2(Х) 

11 ду dx.dy = 1 dx 1 ду dy = 
D Ь а <Р1(Х) В 1 , <Р2 (Х) = dx· Р(х;у) = 

'1'1 (х) У = 'Рl(Х) Ь а Ь 

= 1 Р(Х ; <{!2(Х») dx - J P(X;<{!l(X») dx. о а Ьх 

а а 
Рис. 240 

Или, согласно формуле (56.6), 

lla;dXdy= 1 P(x;y)dx- 1 P(x;y)dx= 
D у АтВ АnВ 

= - 1 Р(х; у) dx - 1 Р(х; у) dx = - f Р(х; у) dx. (56.9) 
ВтА АnВ L 

Аналогично доказывается, что 

11 ~~ dx dy = f Q(x; у) dx. (56.10) 
D L 

Если из равенства (56.10) вычесть равенство (56.9), то получим 
формулу (56.8). • 

Замечание. Формула (56.8) справедлива и для произвольной обла­
.сти, которую можно разбить на конечное число правильных областей. 

Прu.мер 56.3. С помощью формулы Остроградского-Грина вы­

числить 

1= f Jx2 +y2dx+y.(xy+ln(x+Jx2 +y2))dY, 
L 

где L - контур прямоугольника с вершинами А(З; 2), В(6; 2), С(6; 4), 
1)(3;4). . 

Q Решение: На рисунке 241 изображен контур интегрирования. По-

скольку aQ = у . (У . Jx
2 + у2 + 1) ; дР = у ,по форму-

дх J х2 + у2 ду J х2 + у2 
ле (56.8) имеем: 



I=!J(Y(YJx2
+

y2
+1)_ У )~dY= 

D J х2 + у2 J х2 + у2 

6 4 

= J J у2 dx dy = J dx J у2 
dy = 56. • 

D ' 3 2 

у 

у 

4 
D С 

~~~~~~0 2 
А: :в , , , , 

о 3 6 х О 

Рис. 241 Рис. 242 

56.4. Условия независимости криволинейного 
интеграла 11 РОАа от пути интегрирования 

х 

~ Пусть A(Xl; Yl) и В(Х2; У2) - две произвольные точки односвяз-
ной области D плоскости Оху (область D называется односвяз­

HOtL, если для любого замкнутого контура, лежащего в этой области, 
ограниченная им часть плоскости целиком принадлежит D (область 

без «дыр»». Точки А и В можно соединить различными линиями (на 

рис. 242 это L j , L 2 И Lз ). По каждой из этих кривых интеграл 

1 = f Р(х; У) dx + Q(x; У) dy 

АВ 

имеет, вообще говоря, свое значение. 

Если же его значения по всевозможным кривым АВ одинаковы, 

то говорят, что интеграл 1 не зависит от вида пути интегрирования. В 
этом случае для интеграла 1 достаточно отметить лишь его начальную 
точку A(Xj; Yl) и его конечную точку В(Х2; У2) пути. Записывают: 

(Х2;У2) 

1 = f Р(х; У) dx + Q(x; У) dy. (56.11) 

(Xl;Yl) 

Каковы же условия, при которых криволинейный интеграл II рода 
не зависел от вида пути интегрирования? 



Теорема 56.3. Для того чтобы криволинейный интеграл 

1 = J Pdx + Qdy 
L 

не зависел от пути интегрирования в односвязной области D, в кото­
рой функции Р(х; у), Q(x; у) непрерывны вместе со своими частными 
производными, необходимо и достаточно, чтобы в каждой точке этой 

области выполнялось условие 

дР 

ду 

aQ 
дх' 

(56.12) 

о Докажем достаточность условия (56.12). Рассмотрим произвольный 
замкнутый контур АmВnА (или L) в области D (см. рис. 243). Для 
него имеет место формула Остроградского-Грина (56.8). В силу усло­
вия (56.12) имеем: 

f Р dx + Q dy = О, или f Р dx + Q dy = О. 
L АтВnА 

у читывая свойства криволинейного ин­

теграла, имеем: 

f Pdx + Qdy = 
АтВnА 

J Р dx + Q dy + J Р dx + Q dy = 
АтВ ВnА 

J Р dx + Q dy - J Р dx + Q dy = О, 
АтВ АnВ 

т. е. 

J Р dx + Q dy = J Р dx + Q dy. 
АтВ АnВ 

Рис. 243 

Полученное равенство означает, что криволинейный интеграл не 

зависит от пути интегрирования. • 

~ В ходе доказательства теоремы получено, что если выполняется 

условие ~~ = ~, то интеграл по замкнутому контуру равен ну­
лю: f Pdx + Qdy = О. 

L 

Верно и обратное утверждение. 



Следствие 56.1. Если выполнено условие (56.12), то подынтеграль­
ное выражение Р(х; y)dx + Q(x; y)dy является полным дифференци­
алом некоторой функции и = u(х; у) (см. (44.5)), т. е. 

P(x;y)dx + Q(x;y)dy = dU(x;y). (56.13) 

Тогда (см. (56.11)): 

(Х2;У2) (Х2;У2) 

1 = J Р (х; у) dx + Q (х; у) dy = J dU(x;y) = 

т. е. 
(Х2;У2) 

J Р(х; у) dx + Q(x; у) dy = U(Х2; У2) - U(Xl; Yl)' (56.14) 

(х,;у,) 

Формула (56.14) называется обобщенной формулой Ньютона­

Лейбница для криволинейного интеграла от полного дифференциала. 

Следствие 56.2. Если подынтегральное выражение Pdx + Qdy есть 
полный дифференциал и путь интегрирования L замкнутый, то 

f Pdx + Qdy = О. 
L 

3а.ме'Чанv.я. 

1. Чтобы не спутать переменную интегрирования х с верхним пре­
делом х, переменную интегрирования обозначают другой буквой (на­

пример, t, ~, и т. д.). 
2. Функцию И = U(х; у), удовлетворяющую условию (56.12), можно 

найти, используя формулу 
х У 

U(х; у) = J Р(х; Уа) dx + J Q(x; о d~ + С. (56.15) 
ХА Уа 

В качестве начальной точки (ха; Уа) обычно берут точку (О; О) - начало 

координат (см. пример 56.5). 
3. Аналогичные результаты справедливы для криволинейного ин­

теграла 

J Р dx + Q dy + R dz 
L 
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по пространственной кривой. Условие (56.12), равенство (56.13), фор­
мулы (56.14) и (56.15) имеют соответственно вид: 

дР дQ дQ дR дR дР 
= ду дх' дz ду' дх дz' 

Pdx + Qdy + Rdz = dU(x;y;z), 
(X2 ;Y2 ;Z2 ) 

J Pdx + Q dy + Rdz = U(Х2; У2; Z2) - U(Х1; У1; Z1), 
(XI ;Yl ;Zl) 

Х У z 

U(X jYjz) = J P(X;yo; zo)dX+ J Q(x;~jZo)~+ J R(x;Yj()d(+C 
ХО УО Zo 

(см. пример 73 .1) . 

(1 ;1 ) 

Прv.м,ер 56·4· Найти 1 = J у dx + х dy. 
(0 ;0) 

Q Решение: Здесь Р = у, Q = х, ~~ = ~~ = 1. Согласно вышепри­
веденной теореме, интеграл не зависит от пути интегрирования . В ка­

честве пути интегрирования можно взять отрезок прямой у = х , дугу 

параболы у = х2 И т. д. или воспользоваться формулой (56.14). Так как 
ydx + xdy = d(xy), то 

(1; 1) (1'1) 

1 = J d(x· у) = xyl ' = 1 - О = 1. 
(0;0) 

(0;0) 
• 

Прv.м,ер 56.5. Убедиться, что выражение е-У dx - (2у + хе- У ) dy 
представляет собой полный дифференциал некоторой функции U(х; у) 
и найти ее. 

Q Решение: Для того чтобы указанное выражение являл ось полным 
дифференциалом, необходимо выполнение условий (56.12): 

д д 
-(е-У) = -е-У; -(-(2у+хе-У )) = -е-У 
ду дх 

- условия выполнены, следовательно, e-Ydx - (2у +xe-Y)dy =dU(x; у) . 

А так как полный дифференциал имеет вид 

д д 
dU(x; у) = дх U(х ; у) dx + ду U(х ; у) dy 

(см. п. 44.3) , то верны соотношения 

:х U(х; у) = е-У; :1/ U (х ; у) = -(2у + хе- У ). (56.16) 

14 Конспект лекций по высшей математике. Полный курс 
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Интегрируем по х первое из уравнений, считая у постоянным, при этом 

вместо постоянной интегрирования следует поставить ер(у) - неизвест­

ную функцию, зависящую только от у: 

U(х; у) = J е-У dx = хе-У + ер(у). 

Подставляя полученное выражение во второе из уравнений (56.16), най­
дем ер(у): 

д 
ду (хе- У + ер(у)) = -хе- У + ер/(у) = -(2у + хе-У ); 

ер/(у) = -2у, 'ер(у) = _у2 + с. 

Таким образом, U(х; у) = хе-У - у2 + С. • 
Отметим, что функцию И проще найти, используя формулу (56.15): 

х У 

U(х; у) = J е-О dx + J (-2~ + хе-{) d~ + С = 
О О = Х - у2 + хе- У - х + С = хе-У - у2 + С. 

56.5. Некоторые приложения криволинейного 
интеграла 11 рода 

Площадь плоской фигуры 

Площадь S плоской фигуры, расположенной в плоскости Оху и 
ограниченной замкнутой линией L, можно найти по формуле 

s = ~ f х dy - у dx, (56.17) 
L 

при этом кривая L обходится против часовой стрелки. 

а Действительно, положив в формуле Остроградского-Грина (56.8) 
Р(х; у) = О, Q(x; у) = х, получим: 

J J (1 - О) dx dy = j о . dx + х dy, 
D L 

или 

s = f xdy. (56.18) 
L 

Аналогично, полагая Р = -у, Q = О, найдем еще одну формулу 
для вычисления площади фигуры с помощью криволинейного инте-

грала: 

S=-jydx. (56.19) 
L 



Сложив почленно равенства (56.18) и (56.19) и разделив на два, 
получим: 1 

5= 2" f xdy-ydx. • 
L 

Формула (56.17) используется чаще, чем формулы (56.18) и (56.19) . 

Работа переменнои силы 

Переменная сила Р(Р(х; у); Q(x; у» на криволинейном участке АВ 
производит работу, которая находится по формуле 

А = J Р dx + Q dy. (56.20) 
АВ 

о Действительно, пусть материальная точка (х; у) под действием пе­
ременной силы F перемещается в плоскости Оху по некоторой кривой 
АВ (от точки А до точки В). 

Разобьем кривую АВ точками 

МО = А , М1 ,М2 , .. . ,Мn = В на n «эле­

ментарных» дуг М::-;М j длины .6.l j и 
в каждой из них возьмем произвольную 

точку Ci(Xi; Y;) , i 1;2; . . . ;n (см. 
рис. 244). Заменим каждую дугу 

М::-;М; вектором Mi- 1 М;=(.6.Хi; .6.Yi) , 
а силу F будем считать постоянной на 
векторе перемещения A1;_1Mi и равной 

заданной силе в точке С; дуги М::-;Мi: 
Р; = (P(Xi; Yi); Q(Xj ; Yi»). 

У 

У; 

У; 

Yi-l 

А 

о ХН Х; Х; Х 

Рис. 244 

Тогда скалярное произведение Fi . M i - 1 М i можно рассматривать 

как приближенное зн·ачение работы Р; вдоль дуги М::-;Мi: 
А; ~ Р; . M i - 1M i = P(Xi; Yi) . .6.х; + Q(Xi; jj;) . .6.Yi. 

Приближенное значение работы А силы F на всей кривой составит 
величину n n n 

А = 2: А; ~ L:P(X;;Yi) ·.6.х; + LQ(X;;Yi) · .6.Yi· 
;=1 ;=1 ; =1 

За точное значение работы А примем предел полученной суммы при 

л = тах .6.l; -+ О (тогда, очевидно, .6.х; -+ О И .6.у; -+ О) : 
1::;;i ::;; n 

n 

А = lim ~ P(Xi; У;) . .6.х; + Q(Xj; Yi)· .6.у; = J Р(х ; у) dx + Q(x; у) dy. 
Л-->О L.J • 

(n-->оо) i=1 АВ 

3а.ме'Ч.ан.uе . В случае пространственной кривой АВ имеем: 

А = J Р(х; у; z) dx + Q(x; у; z) dy + R(x; у; z) dz. 
АВ 



Прu.мер 56.6. Найти площадь фигуры, ограциченной астроидой 
х = а . cos3 t, У = а . sin3 t. 

о Решение: При обхождении астроиды в положительном направлении 

параметр t изменяется от О до 21Г (см. рис. 245). 
Применяя формулы (56.17) и (56.4), получим: 

5=~ 
2 

2" 

/ (а cos3 t . За sin 2 t cos t + а sin 3 t . За cos2 t sin t) dt = 

о = ~ . За2 /2" sin
2 

2t dt = За2 /2" 1 - cos 4t dt = За2 1Г. 
2 4 8 2 8 

у 

а 

Рис. 245 

о о 

z 

а х 

0;----------------
у 

х 

Рис. 246 , 

• 

Прu..мер 56.7. Найти работу силы F = 4х6 { + ХУl вдоль кривой 
у = х3 от точки 0(0; О) дО точки В(l; 1). 

о Решение: По формуле (56.20) находим: 

1 1 

А = / 4х6 dx + ху dy = / (4х6 + х· х3 
. зх2 ) dx = / 7х6 dx = 1. • 

L О О 

§ 57. ПОВЕРХНОСТНЫЙ ИНТЕГРАЛ I РОДА 
57.1. Основные понятия 

Обобщением двойного интеграла является так называемый поверх­

ностный интеграл. 

Пусть в точках некоторой поверхности 5, с площадью 5, простран­
ства Oxyz определена непрерывная функция f(x; у; z). Разобьем по­
верхность 5 на n частей 5 i , площади которых обозначим через 605i 

(см. рис . 246) , а диаметры - через di , i = 1; n . В каждой части 5; 



возьмем произвольную точку Mi(Xi; Yi; Zi) и составим сумму 
n 

L J(Xi; Yi; Zi)Д5i . (57.1) 
i=l 

Она называется uнтеграл'Ь1iOU для функции J(x; у; z) по nоверхно­
сти 5. 
§ Если при л = тах di --7 О интегральная сумма (57.1) имеет пре-

1:::;i:::;n 

дел, то он называется поверхностным интегралом 1 рода от 

функции J(x;y;z) по поверхности 5 и обозначается // J(x;y;z)ds. 
5 

Таким образом, по определению, 

n 

1! J(x; у; z) ds = lim L J(Xi; Yi; Zi)Д5i . 
Л--;О 

5 (n--;оо) i=1 

(57.2) 

~ Отметим, что «если поверхность 5 гладкая (в каждой ее точке су-
ществует касательная плоскость, которая непрерывно меняется с 

перемещением точки по поверхности), а функция J(x; у; z) непрерывна 
на этой поверхности, то поверхностный интеграл существует» (теорема 

существования) . 
Поверхностный интеграл 1 рода обладает следующими свойствами: 

1. // с· J(x;y;z)ds = с· /! J(x;y;z)ds, где с - число. 
5 ~ 5 

2. ! / (Л (х; у; z) ± J2(X; у; z)) ds = ! / J1 (х; у; z) ds ± /! J2(X; у; z) ds. 
555 

3. Если поверхность 5 разбить на части 51 и 52 такие, что 5 = 
= 51 U 52, а пересечение 51 и 52 состоит лишь из границы, их разделя­
ющей, то 

// J(x;y;z)ds= /! J(x;y;z)ds+!! J(x;y;z)ds. 
5 51 52 

4. Если на поверхности 5 выполнено неравенство J1 (х; у; z) ~ 

~ J2(X;y;Z), то !! Л(х;у;z)ds:::;!! J2(Xiy;z)ds. 
5 5 

5. !! ds = 5, где 5 - площадь пове~хности 5. 
5 

6·1!! J(x; у; z) dsl :::; !! IJ(x; у; z)1 ds. 
5 5 



7. Если f(x; У; Z) непрерывна на поверхности В, то на этой поверх­
ности существует точка (Хс ; Ус; zc) такая, что 

J J f(x; У; Z) ds = f(xc; Ус; zc) . S 
5 

(теорема о среднем значении). 

57.2. Вычисление поверхностного интеграла I lJoAa 

Вычисление поверхностного интеграла 1 рода сводится к вычисле­
нию двойного интеграла по области D - проекции поверхности S на 
плоскость Оху. 

Разобьем поверхность S на части Si, i = 1; n. Обозначим через а; 

проекцию Si на плоскость Оху. При этом область D окажется разбитой 
на n частей al, а2, ... , аn . Возьмем в ai произвольную точку Fi(Xi; Yi) и 
восстановим перпендикуляр к плоскости Оху до пересечения с поверх­

ностью В. Получим точку Mi(Xi; Yi; Zi) на поверхности Si. Проведем в 
точке M i касательную плоскость и рассмотрим ту ее часть Ti , которая 

на плоскость Оху проектируется в область ai (см. рис. 247). Площади 
элементарных частей Si, Ti и аl обозначим как f::1Si , f::1Ti и f::1ai соот­
ветственно. Будем приближенно считать, что 

Рис. 247 

Следовательно, 

(57.3) 

Обозначив через "/i 6стрый угол между осью 

Oz и нормалью ni к поверхности в точке M i , по­

лучаем: 

6.Ti · COS"/i = f::1ai (57.4) 

(область ai есть проекция Т; на плоскость Оху). 
Если поверхность S задана уравнением Z = 

= z(x; у), то, как известно (см. (45.2)), уравнение 
касательной плоскости в точке M i есть 

Z~(Xi; Yi)' (Х - Xi) + Z~(Xi; Yi)' (У - Yi) - (Z - Zi) = О, 

где Z~(Xi; Yi), Z~(Xi; Yi), -1 - координаты нор­
мального вектора к плоскости. Острый угол "/i 

есть уГО'л между векторами k = (О; О; 1) и 

ni = (-Z~(Хi; Yi); -Z~(Хi; Yi); 1). 

1 



Равенство (57.4) принимает вид 

60Ti = )1 + Z~ 2(Xi; Yi) + Z~ 2(Xi; Yi)600"i. 

В правой части формулы (57.2) заменим 60Si (учитывая (57.3)) на по­
лученное выражение для 6oTi , а Zi заменим на Z(Xi; Yi), Поэтому, пе­
реходя к пределу при стремлении к нулю наибольшего диаметра Si (а 
следовательно, и O"i), получаем формулу 

// f(x; У; z) ds = // f(x; У; z(x; У)) . )1 + z~ 2 + z~ 2 dx dy, (57.5) 
S D 

выражающую интеграл по поверхности S через двойной интеграл по 
проекции S на плоскость Оху. 

Отметим, что если поверхность S задана уравнением вида У 
= У(Х; z) или х = х(у; z), то аналогично получим: 

// f(x; У; z) ds = // f(x; У(Х; z); z) . )1 + y~ 2 + y~ 2 dx dz 
S D 1 

и 

// f(x; У; z) ds = // f(x(y; z); У; z) . )1 + x~2 + x'z 2 dy dz, (57.6) 
S D2 

где D 1 и D 2 - проекции поверхности S на координатные плоскости 
Oxz и Oyz соответственно. 

Пример 57.1. Вычислить 1 = / / (х - 3у + 2z) ds, где S - часть 
S 

плоскости 4x+3y+2z-4 = О, расположенной в 1 октанте (см. рис. 248). 

Q Решение: Запишем уравнение плоскости в виде z = 2 - 2х - ~y. 

Находим zx' = -2, zy' = -~. По формуле (57.5) имеем: 

1 = у(х -3у+4- 4х - 3у)· V! +4 + ~dxdY = 

i{l-x) 

J29 !! J29 /1 3 / = -2- (4 - 3х - 6у) dx dy = -2- dx (4 - 3х - 6у) dy = 
D О О 

J29 1 . I !(l-x) 
= -2- / dx(4y - 3ху - 3у2) 

О О 



~ /1(16 16 2) = -2- з(1 - х) - 4х(1 - х) - з(1- х) dx = 
о 

= V29(_16.(I-x)2 _2х2+4.Х3 +16.(I-X)3)1 1 = V29 . • 
232 333 09 

z 

. . . . . . :.:.:.: .j. :.:.:.:.:.:.:" 
·.·.·.·.·1·.·.·.·.·.·.·.·. :.:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.:.: . 

.•.••..•.. ::: •. J :.::.~: •• ::: 
. ...... , ... ... .. . 

А ПШ§Ъblill6 в 
.. ...•. j .... .. .. 1 У 

Рис. 248 Рис. 249 

Прu.мер 57.2. Вычислить 

1= // x(y+z)ds, 
s 

где S - часть цилиндрической поверхности х = ~, отсеченной 
плоскостями z = О, z = 2 (см. рис . 249) . 

Q Решение: Воспользуемся формулой (57.6). Поскольку 
- у х'-Ото 
--~' z -, 

х ' у 

1= // ~.(y+z).Jl+ 1~2y2dYdZ = j/(y+z)dydz= 
Dl Dl 

1 2 1 2 2 1 

= / dy / (у + z) dz = / (YZ + z2 ) 10 dy = / (2у +2) dy = 4, 
-1 О -1 -1 

• 



57.3. Некоторые приложения поверхностного интеграла 
I рода 

Приведем некоторые примеры применения поверхностного инте­

грала 1 рода. 

ПлощаДЬ поверхности 

Если поверхность S задана уравнением z = z(x; у), а ее проекция на 
плоскость Оху есть область D, в которой z(x;y), zx'(x;y) и zy'(x;y) -
непрерывные функции, то ее площадь S вычисляется по формуле 

S = 11 ds, 
5 

или S = 11 V1 + zx,2 + zy'2 dx dy. 
D 

Кроме того, поверхностный интеграл применяют для вычисления 

массы, координат центра масс, моментов инерции материальных по­

верхностей с известной поверхностной плотностью распределения мас­

сы , = ,(х; у; z). Все эти величины определяются одним и тем же спо­
собом: данную область разбивают на конечное число «мелких» частей, 

делая для каждой области деления упрощающие задачу предположе­

ния; находят приближенное значение искомой величины; переходят к 

пределу при неограниченном измельчении области деления. Проиллю­

стрируем описанный способ на примере определения массы материаль­

ной поверхности. 

Масса поверхности 

Пусть плотность распределения массы материальной поверхности 

есть, = ,(х; у; z). Для нахождения массы поверхности: 
1. Разбиваем поверхность S на n частей Si, i = 1,2, ... , n, площадь 

которой обозначим 6.Si . 
2. Берем произвольную точку Mi(Xi; Yi; Zi) в каждой области Si. 

Предполагаем, что в пределах области Si плотность постоянна и равна 
значению ее в точке M i . 

3. Масса mi области Si мало отличается от массы ,(Х;; Yi; Zi)6.Si 
фиктивной однородной области с постоянной плотностью 

n 
4. Суммируя т; по всей области, получаем: m ~ L ,(Xi; Yi; Zi)6.Si . 

i=! 
5. За точное значение массы материальной поверхности S принима-

ется предел, к которому стремится полученное приближенное значение 



при стремлении к нулю диаметров областей Si, т. е . 

т. е. 

n 

т = !! ,(x;y;z)ds. 
5 

(57.7) 

Моменты. центр тяжести поверхности 

Статистические моменты, координаты центра тroкести, моменты 

инерции материальной поверхности S находятся по соответствующим 
формулам: 

Sx y =!! z·,(x;y;z)ds, 
5 

Syz = !! х ·,(х; у; z) ds, 
5 

Sxz = !! у ·,(х; у; z) ds, 
s 

Syz Sxz Sxy 
хс = -, ус = -, Zc = -, 

т т т 

Мх = !!(y2+ z2).,(x;y;z)ds, 
s 

Му = !! (х2 + Z2) ·,(х; у ; z) ds, 
5 

Mz = !! (х2 + у2) .,(х; у ; z) ds, 
s 

МО = !! (х2 + у2 + z2) ·,(х; У; z) ds. 
s 

Прuм,ер 57.3. Найти массу полусферы радиуса R, если в каждой 
точке поверхности плотность численно равна расстоянию этой точки от 

радиуса, перпендикулярного основанию полусферы. 

Q Решение: На рисунке 250 изображена полусфера радиуса R. Ее 
уравнение z = JR2 - х2 - у2 ; , = Jx 2 + у2 - поверхностная плот­

ность полусферы. 

По формуле (57.7) находим: 

т = !! J х2 + у2 ds = ! J J х2 + у2 Х 
S D 

J 
х2 у2 

Х 1 + 2 2 2 + 2 2 2 dx dy = 
R -х -у R -х -у 

Рис. 250 

= R JJ J х2 
+ у2 dx dy. 

D Jю - (х2 +у2) 

Переходим к полярным координатам: 

r 211" R т2 1[2 R3 
т = R ! ! 2 2' r dr d'P = R ! d'P' ! d1" = --. 

D J R - r о о J ю - т2 2 

42 



Внутренний интеграл вычислен с помощью подстановки r = R sin t: 
~ ~ 

R 2 2" 2 . 2 2" 

J r d J R sш t R d R2 J 1 - cos 2t d r = . cos t t = t = 
. / R2 _ r2 R cos t 2 

о у. о о 

=R2(~tl! -~sin2tl!) =R2(~-0) 1Г:
2 

• 

§ 58. ПОВЕРХНОСТНЫЙ ИНТЕГРАЛ 11 РОДА 
58.1. Основные понятия 

Поверхностный интеграл 11 рода строится по образцу криволиней­
ного интеграла 11 рода , где направленную кривую разлагали на элемен­

ты и проеК1:ИРОВали их на координатные оси; знак брали в зависимости 

от того, совпадало ли ее направление с направлением оси или нет. 

~ Пусть задана двусторонняя поверхность (таковой является 
плоскость , эллипсоид, любая поверхность, задаваемая уравнени­

ем z = f(x ;y) , где f(x ;y) , fx' и fy' - функции, непрерывные в неко­
торой области D ПЛОСкости Оху и т. д.). После обхода такой поверх­

ности, не пересекая ее границы, направление нормали к ней не меня­

ется. Примером OaHOCmopOH:Hei1 поверхности является так называемый 
лист Мебиуса, получающийся при склеивании сторон АВ и CD пря­
моугольника ABCD так, что точка А совмещается с точкой С, а В -
с D (см. рис. 251). 

:,--1 ________ -----'1: t:: ;а 
Рис. 251 

Далее, пусть в точках рассматриваемой двусторонней поверхности 

S в пространстве Oxyz определена непрерывная функция f(x; У; z ). Вы­
бранную сторону поверхности (в таком случае говорят, что поверхность 

ориентирована) разбиваем на части Si , где i = 1,2, . .. , n , и проекти­
руем их на координатные плоскости. При этом площадь проекции даi 

берем со знаком «плюс», если выбрана верхняя сторона поверхности, 

или, что то же самое, если нормаль n к выбранной стороне поверх но­
сти составляет с осью Oz острый угол (см. рис. 252 , а) , т. е. COS,i > О; 
со знаком «минус», если выбрана нижняя сторона поверхности (или 

COS,i < О) (см. рис. 252, 6). В этом случае интегральная сумма имеет 
вид n 

L f(Xi; Yi; Zi) 6Лi, (58.1) 
i=! 
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где да; = (S;)Oxy - площадь проекции Si на плоскость ОХУ. Ее отли­
чие от интегральной суммы (57.1) очевидно . 

z z 

о , , о , , , ' , , у , , , , у 

х 
;Lt7ai 

х ~ 
а б 

Рис. 252 

Предел интегральной суммы (58.1) при л = maxdi -t О, если он 
существует и не зависит от способа разбиения поверхности S на части 
Si и от выбора точек М; Е Si, называется nоверх'Ност'Ны,м интеграло,м 
II рода (по координатам) от функции j(x ; у; z ) по переменным х и у по 
выбранной стороне поверхности и обозначается 

Итак, 

!! j(x;y; z )dx dy . 
s 

n !! j(x;y;z)dxdy = l~~ Lj(Хi;Уi;Zi)даi' 
s (n--+оо) i=1 

Аналогично определяются поверхностные интегралы II рода по пе­
ременным у и z и z и х: 

n !! j(x;y;z)dydz = l~ Lj(XiiYi;Z;) ' (Si)Oyz, 
S (n--+оо) i=1 

n 

!! j(X i у; z ) dx dz = l~o L j(Xi ; Yi ; Zi) . (Si )Oxz' 
s (n--+оо) i=1 

Общим видом поверхностного интеграла II рода служит интеграл 

!! Р(х; У ; z ) dy dz + Q(x; у; z ) dz dx + R(x; у; z) dx dy 
s 

(= !! Р dy dz + !! Q dz dx + !! R dx dY), 
s 5 5 

где Р, Q, R - непрерывные функции, определенные в точках двусто­
ронней поверхности S. 
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Отметим, что если 5 - замкнутая поверхность, то поверхностный 

интеграл по внешней cropoHe ее обозначается #' по внутренней #. 
s -s 

Из определения поверхностного интеграла II рода вытекают сле-
дующие его свойства: 

1. Поверхностный интеграл 11 рода изменяет знак при пере мене 
стороны поверхности. 

2. Постоянный множитель можно выносить за знак поверхностного 
интеграла. 

3. Поверхностный интеграл от суммы функций равен сумме соот­
ветствующих интегралов от слагаемых. 

4. Поверхностный интеграл 11 рода по всей поверхности 5 = 51 + 52 
равен сумме интегралов по ее частям 51 и 52 (аддитивное свойство), 
если 51 и 52 пересекаются лишь по границе, их разделяющей. 

5. Если 51,52,5з - цилиндрические поверхности с образующими, 

параллельными соответственно осям Oz, Ох, Оу, то 

11 R(x;y;z)dxdy = 11 P(x;y;z)dydz = 11 Q(x;y;z)dxdz = о. 
S, S2 S3 

58.2. Вычисление поверхностного интеграла 11 рода 

Вычисление поверхностного интеграла II рода сводится к вычисле­
нию двойного интеграла. 

Пусть функция R(x; у; z) непрерывна во всех точках поверхности 
5, заданной уравнением z = z(x; у), где z(x; у) - непрерывная функ­

ция в замкнутой области D (или D xy ) - проекции поверхности 5 на 
плоскость Оху. 

Выберем ту сторону поверхности 5, где нормаль к ней образует с 
осью Oz острый угол. Тогда .6.O"i > О (i = 1,2, ... , n). 

Так как zi = Z(Xi; Yi), то интегральная сумма (58.1) может быть 
записана в виде 

n n 

(58.2) 
i=1 ;=1 

Правая часть этого равенства есть интегральная сумма для функции 

R(x; у; z(x; у)), непрерывной в области D. Переходя к пределу в равен­
стве (58.2) при >. ~ о, получаем формулу 

11 R(x;y;z)dxdy = 11 R(x;y;z(x;y)) dxdy, (58.3) 

s D 

выражающую поверхностный интеграл II рода по переменным х и у че­
рез двойной интеграл. Если выбрать вторую сторону, т. е. нижнюю, 



поверхности S, то полученный двойной интеграл берут со знаком «ми­
нус». Поэтому 

!! R(Xjy;z)dxdy = ±!! R(XjYjz(X;Y)) dxdy. (58.4) 
S D 

Аналогично 

!! Q(X; У; Z) dxdz = ± !! Q(Xj У(Х; z); z) dx dz, (58.5) 
S ~. 

!! P(XjYjz)dydz = ± !! p(X(YjZ)jYjz)dydz, (58.6) 
S Оу • 

где D xz и Dyz - проекции поверхности S на плоскости Oxz и Oyz 
соответственно (замкнутые области). 

в формуле (58.5) поверхность S задана уравнением у = у(х; z), а 
в формуле (58.6) - уравнением Х = Х(У; z). Знаки перед интегралами 
выбираются в зависимости от ориентации поверхности S (так, в фор­

муле (58.5) берем знак «плюс», если нормаль к поверхности образует 
с осью Оу острый угол, а знак «минус» - если тупой угол). 

Для вычисления общего поверхностного интеграла II рода исполь­
зуют формулы (58.4)-(58.6), проектируя поверхность S на все три ко-
ординатные плоскости: 

!! Р(х; У; z) dy dz + Q(x; У; z) dx dz + R(xj У; z) dx dy = 
S 

=±!! p(x(Yjz)jYjz)dydz± 
оу. 

± !! Q(Xj У(Х; z)j z) dx dz ± !! R(xj У; z(Xj у)) dx dy. 
D z % D zv 

Замеча'Н,ие. Можно показать справедливость равенств 

dx dy = cos r . ds, dx dz = cos (3 . ds, dy dz = cos о: . ds, (58.7) 

где ds - элемент площади поверхности S; COso:, cos(3, COSi - напра­

вляющие косинусы нормали n к выбранной стороне поверхности S. 
Поверхностные интегралы 1 и II рода связаны соотношением 

!! Pdydz+Qdxdz+Rdxdy = !!(Pcoso:+ Q cos(3+Rcos r )ds. (58.8) 
S S 

Пр'U.мер 58.1. Вычислить 

11 = !! -xdydz + zdzdx + 5dxdy 
S 

по верхней стороне части плоскости 2х - Зу + z 
октанте. 

6, лежащей в IV 



Q Решение: На рисунке 253 изображена заданная 
часть плоскости. Нормаль n, соответствующая ука­
занной стороне поверхности, образует с осью Оу ту­

пой угол, а с осями Ох и Oz - острые. В этом можно 

убедиться, найдя направляющие косинусы нормаль­

ного вектора n = (2; -3; 1) плоскости: 

Inl = V4 + 9 + 1 = VТ4, 

3 
соs;З = - ;7-; < О, 

у14 

2 
cos а = ;7-; > О, 

v 14 
1 

cos 1 = ;7-; > О. 
v 14 

z 

6 

Поэтому перед двойными интегралами в формулах (58.4) и (58.6) 
следует брать знак «плюс», а в формуле (58.5) - знак «минус». Сле­

довательно, 

11=+ 11(-З-~У+ЛdУdZ- 11 zdzdx+5 11 dxdy= 
~. ~. ~y 

о 3у+6 3 1 3 6-2х 

1 dy 1 (-3- 2Y+2 z )dz-1 dx 1 zdz+5'~'2'3=-9. • 
-2 О О О 

58.3. Формула Остроградского-Гаусса 

Связь между поверхностным интегралом II рода по замкнутой по­
верхности и тройным интегралом по объему, ограниченному этой по­

верхностью устанавливает следующая теорема. 

Теорема 58.1. Если функции Р(х; у; z), Q(x; у; z), R(x; у; z) непре­
рывны вместе со своими частными производными первого порядка в 

пространственной области V, то имеет место формула 

111(~= + ~~ + ~~)dXdYdZ = # Pdydz+Qdxdz+Rdxdy, (58.9) 
v 5 

где 5 - граница области V и интегрирование по 5 производится по 
ее внешней стороне. 

Формула (58.9) называется фор.мулоi1 ОсmроградС1Сого-Гаусса 

(является аналогом формулы Остроградского-Грина (см. п. 56.3). 

О Пусть область V ограничена снизу поверхностью 51, уравнение 
которой z = zl (х; у); сверху - поверхностью 52, уравнение которой 



z = Z2(X; у) (ФункцИJ1 Zj (х; у) и Z2(X; у) непрерывны в замкнутой обла­
сти D - проекции V на плоскость Оху, Zj (х; у) ~ Z2(X; у)); сбоку -
цилиндрической поверхностью Sз, образующие которой параллельны 

оси Oz (см. рис. 254). 

z 

~
' I 
I I 

D 
у 

Рис. 254 

Рассмотрим тройной интеграл 

/// ~~ dxdydz = 
v Z2(X;Y) JR 

= / / dx dy / Jz dz = 
D ZI(X;Y) 

= 11 R(X;y;Z2(Xiy))dxdy­
D -11 R(x;Y;Zj(x;y))dxdy. 

D 

Двойные интегралы в правой части равен­

ства заменим поверхностными интеграла­

ми II рода по внешней стороне поверхно­
стей Sj и S2 соответственно (см. (58.3)). 
Получаем: 

/// ~~ dxdydz = // Rdxdy + /1 Rdxdy. 
v 52 51 

Добавляя равный нулю интеграл / J R dx dy по внешней стороне SЗ 
(см. свойство 5 п. 58.1), получим: 5з 

111 ~~ dxdydz = 1/ Rdxdy + 1/ Rdxdy + // Rdxdy, 
v ~ ~ ~ 

или 111 ~~dxdYdZ = ff R(Xiy;z)dxdy, (58.10) 
v 5 

где S - поверхность, ограничивающая область v. 
Аналогично доказываются формулы 

/// ~Q dxdydz = ff Q(x; у; z) dxdz, 
v у 5 

(58.11) 

/1/ ~: dx dy dz = ff Р(х; у; z) dy dz. (58.12) 
v 5 

Складывая почленно равенства (58.10), (58.11) и (58.12), получаем 
формулу (58.9) Остроградского-Гаусса. • 
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За.ме'Ч,а'Н:uя. 

1. Формула (58.9) остается справедливой для любой области V, 
которую можно разбить на конечное число областей рассмотренного 

вида. 

2. Формулу Остроградского--Гаусса можно использовать для вычи­
сления поверхностных интегралов 11 рода по замкнутым поверхностям. 

Прu,м,ер 58.2. Вычислить 1 = # -xdydz + zdzdx + 5dxdy, 

+S 
где 5 - внешняя сторона пирамиды, ограниченной плоскостями 

2х - Зу + z = 6, х = О, у = О, z = О. 

Q Решение: По формуле (58.9) находим: 

1 = ///(-1 +O+O)dxdydz = - /// dv = -~ ·3·6 = -6. 
v v 

Заметим, что интеграл 11 (см. пример 58.1) мож­
но вычислить иначе: 

где поверхности 52, 5з, 54 есть соответственно тре- -2 

z 

6 В 

• 

S3 

угольники ОАС, АОВ, СОВ (см. рис. 255). -~4~~-y 

Имеем: 

11 = -6 + // 5dxdy - // zdzdx+ 
(О АС) (АОВ) 

1 3 

+ // (-О) dy dz = -6 + 5· 2" ·2· З - / dx 
(СОВ) о 

Рис. 255 

6-2х 

/ zdz = 
о 

1/3 2 1 (1) (6-2Х)3 1
3 

= +9 - 2" (6 - 2х) dx = 9 - 2"' -2"' 3 0=-9. 
о 

58.4. Формула Стокса 

Связь между поверхностными и криволинейными интегралами 11 
рода устанавливает следующая теорема. 



Теорема 58.2. Если функции Р(Х; У; Z), Q(Xi У; Z) и R(Xi У; Z) непре­
рывны вместе со своими частными производными первого порядка в 

точках ориентированной поверхности В, то имеет место формула 

jJ( aQ аР) (aR aQ ) (аР aR) - - - dx dy + - - - dy dz + - - - dx dz = 
ах ау ау az az ах 

s 

= f Pdx + Qdy + Rdz, (58.13) 
L 

где L -- граница поверхности В и интегрирование вдоль кривой L 
производится В положительном направлении (т. е. при обходе границы 

L поверхность В должна оставаться все время слева). 

Формула (58.13) называется формуло11 Сmо-х;са (Д. Г. Стокс -- ан­

глийский математик, физик). 

Q Пусть z = f(Xi у) -- уравнение поверхности В, функции f(Xi у), 
fx'(XiY), fy'(XiY) непрерывны в замкнутой области D (проекции по­
верхности В на плоскость Оху), L1 -- граница области D (см. рис. 256). 

z 

tZ!j-_~ ___ ~:f(X;Y) 
" I __ ' I 

I 

I ____ L : 

Будем считать, что поверхность В пе­

ресекается с любой прямой, параллель­

ной оси О z, не более чем в одной точ­

ке. Выберем верхнюю сторону поверхно­

сти В. Рассмотрим сначала интеграл вида 

f Р(Х; У; z) dx. 
I I 

I 

~ __ L
j 

Рис. 256 

L 
Значения функции Р(Х; У; z) на L рав­

ны значениям функции Р(Х; У; Z(Xi у)) на 
L 1 • Интегральные суммы для криволи-

У нейных интегра.ПОВ 11 рода по контурам L 
и L 1 совпадают. Поэтому 

f P(XiYiZ)dx = f P(XiYiZ(Xiy))dx. 
L L, 

Применим к этому интегралу формулу Остроградского-Грина 

(см. п. 56.3). Тогда получим: 

J Р(Х; У; Z(Xi y))dx = JJ( 0- :У (Р(Х; У; Z(Xi у) ))dx dy = 
L, D аР ар az 

= - JJ (ау + az . ay)dxdy. 
D 



Преобразуем полученный двойной интеграл в равный ему поверх­

~остный интеграл II рода (см. п. 58.2). Для этого последнее равенство 
перепишем в виде 

J j"!(aP дР aZ) Р(х; у; z(x; у)) dx = - J а + az . а cos'Yds 
L, s У У 

(см. 58.7) и используем уравнение нормали к поверхности 5 (см. (45.3)). 
Так как выбрана верхняя сторона поверхности 5, т. е. cos'y > О ('У -
острый угол между нормалью n к поверхности 5 и осью О z), то нормаль 

n имеет проекции - g~, -g~, 1. Направляющие косинусы пропорцио­
нальны соответствующим проекциям: 

az az 
COS о: : cos ,8 : COS'Y = - дх : - ду : 1. 

Отсюда - az = cos(3 . Тогда 
ду cos 'У 

_ /"!(дР + аР. aZ) COS~/ds = _J"!(ap _ аР. COS(3) cos 'У ds = 
J ду az ау J ду az cos'Y 

s s 

= _ /"! аР COS'Y ds _ дР cos (3 ds = /"! аР dx dz _ аР dx dy. 
J ду az J az ау 

s s 
Следовательно, 

f /"! ар ар 
Р(х; у; z) dx = J az dx dz - a dx dy. 

L S У 

Аналогично получаются при соответствующих условиях еще два 

равенства: 

f /! aQ aQ 
Q(x; у; z) dy = ах dx dy - azdY dz, 

L S 

f /! aR aR 
R(x; у; z) dz = ady dz - ах dx dz. 

L S У 

складывяя почленно три последних равенства, получаем формулу 

Сток са (58.13). • 

Отметим, что формулу Стокса (58.13) можно применить и для по­
верхностей более сложного вида (разбив ее на части рассмотренного 

выше типа). 

Формулу Сток са можно применять для вычисления криволиней­

ного интеграла по замкнутому контуру с помощью поверхностного ин­

теграла. 



Из формулы Стоке а вытекает, что если выполняются условия 

aQ дР aR aQ дР aR 
дх ду' ду az' az дх 

(см . п . 56.4), то криволинейный интеграл по произвольному простран­

ственному замкнутому контуру L равен нулю: f Р dx + Q dy + Р dz = О. 
L 

Следовательно, в данном случае криволинейный интеграл не зависит 

от вида пути интегрирования. 

Прu.мер 58.3. Вычислить 1 = f x 2 y3 dx + dy + zdz, где кон-
L 

тур L - окружность х2 + у2 = R2
j Z = О: а) непосредственно, 

б) используя формулу Стокса, взяв в качестве поверхности полусферу 

z = +.J R2 - х2 - у2 . 

Рис . 257 

211" 211" 

Q Решение: Поверхность интегрирования 
изображена на рисунке 257. 

а) Запишем уравнение окружности в 

параметрической форме: 

х = Rcost, У = Rsint, z == О, t Е [Оj27Г]. 
По формуле (56.7) имеем: 

211" 

1 = 1 R 2 cos2 t· R 3 sin3 t( -Rsin t) . dt+ 
о 

+ 1 Rcostdt=-R6 1 sin4 tcos2 tdt+0= 
о о 

27Г 1 2 1 R6 27Г 
=_R6 1 ("2sin2t) '"2.(1-cos2t)dt=-S· 1 sin2 2tdt+ 

о о 

R6 27Г R6 211" R6 7ГR6 
+ S 1 sin 2 2t cos 2t dt = -}6 1 (1- cos 4t) dt + О = -}6 27Г = - -8-' 

о о 

б) По формуле Стокеа (58.13) находим: 

1 = 11(0 - О) dy dz + (О - О) dx dz + (О - 3х2у2) dx dy = 

s = -3 11 х2у2 dxdy = -3 11 х2 у2 dxdy . 
S D 

Переходя к полярным координатам, получаем: 

2". R 

1 = -3 11 т5 sin2 <р' cos2 <pdr d<p = -3 1 sin2 <p cos2 <pd<p' 1 т5 dr = 
D О О 



3 2" 1 1 1 2" 
= - - R6 ! -. sin2 2<р d<p = - - R6 

. - ! (1 - cos 4<р) d<p = 
6 4 8 2 

о о 

R
6 12" 7ГR6 

= -16· <р о + 0= --8-· • 

58.5. Некоторые приложения поверхностного интеграла 
11 рода 

с помощью поверхностного интеграла II рода можно найти объем 
тела, ограниченного сверху поверхностью 52 (z = Z2(X; у)), снизу -
поверхностью 51 (z = ZI (х; у)), сбоку - цилиндрической поверхностью 
5з, образующие которой параллельны оси Oz: 

v = ~ # х dy dz + у dz dx + z dx dy, 
s 

где 5 = 51 + 52 + 5з. 

(58.14) 

Действительно, положив в формуле Остро градского-Гаусса (58.9) 
Р(х; у; z) = х, Q(x; у; z) = О, R(x; у; z) = О, находим: 

# xdydz = !!! dxdydz, т. е. V = # xdydz. (58.15) 
s v s 

Аналогично, полагая Р = о, Q = у, R = О, находим еще одну 

формулу для нахождения объема тела с помощью поверхностного ин­

теграла II рода: 
V = # ydxdz. 

s 
(58.16) 

Наконец, положив Р = о, Q = О, R = z, по формуле (58.9) находим 
третью формулу 

V = # zdxdy, 
s 

(58.17) 

выражающую объем тела через поверхностный интеграл II рода. 
Сложив почленно равенства (58.15)-(58.17) и разделив на три, по­

лучим формулу (58.14). 
Другие применения поверхностного интеграла 11 рода рассмотрим 

в главе ХУI «Элементы теории поля». 



Глава XIII. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 

I Лекции 51-521 

§ 59. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 
59.1. Основные понятия 

Бесконечные ряды широко используются в теоретических исследо­

ваниях математического анализа, имеют разнообразные практические 

применения. 

~ ЧиСЛО8'Ы,М, рядом (или просто рядом) называется выражение 

вида 
со 

L иn = иl + и2 + ... + иn + ... , 
n=1 

(59.1 ) 

где иl, и2, ... ,иn , ... - действительные или комплексные числа, назы­

ваемые 'Членами ряда, иn - общим 'Членом ряда. 

Ряд (59.1) считается заданным, если известен общий член ряда иn , 

выраженный как функция его номера n: иn = f(n). 
~ Сумма первых n членов ряда (59.1) называется n-й 'Части'Чноii 

CYMMoii ряда и обозначается через Sn, т. е. Sn = иl + и2 + ... + иn . 

Рассмотрим частичные суммы 

w Если существует конечный предел S = lim Sn последовательно-
~ n---+оо 

сти частичных сумм ряда (59.1), то этот предел называют cYMMoii 
со 

ряда (59.1) и говорят, что ряд сходится. Записывают: S = L иn . 
n=l 

Если lim Sn не существует или lim Sn = 00, то ряд (59.1) назы-
n~co n~co 

вают расходящимся. Такой ряд суммы не имеет. 

Рассмотрим примеры. 

1. Ряд 2 + 17 - 3 ~ + 196 + . .. нельзя считать заданным, а ряд 
2 + 5 + 8 + ... - можно: его общий член задается формулой иn = 3n - 1. 

2. Ряд О + О + О + ... + о + ... сходится, его сумма равна О. 
3. Ряд 1 + 1 + 1 + ... + 1 + ... расходится, Sn = n -+ 00 при n -+ 00. 

4. Ряд 1-1 + 1-1 + 1-1 + ... расходится, так как последовательность 
частичных сумм 1, 0,1, 0,1, О, ... (SI = 1, S2 = О, SЗ = 1, ... ) не имеет 
предела. 



00 1 
5. Ряд n~1 n(n + 1) сходится. Действительно, 

1 1 
SI = 1.2 = 1 - 2"' 

S2 = 1 ~ 2 + 2 ~ 3 = (1 - ~) + (~ - ~) = 1 - ~, 
................... , 

1 1 1 1 
Sn = ~ + 2.3 + 3·4 + ... + n(n + 1) 

= (1 - ~) + (~ - ~) + (~ - ~) + ... + (~ - n: 1) = 1 - n: l' 
·Следовательно, 

lim Sn = lim (1 - _1_) = 1, 
n--too n--too n + 1 

т. е. ряд сходится, его сумма равна 1. 
Рассмотрим некоторые важные свойства рядов. 

Сво11сmво 1. Если ряд (59.1) сходится и его сумма равна S, то ряд 

00 

L сиn = сиl + си2 + ... + сиn + ... , 
n=! 

(59.2) 

где с - произвольное число, также сходится и его сумма равна cS. 
Если же ряд (59.1) расходится и с 1- о, то и ряд (59.2) расходится. 

О Обозначим n-ю частичную сумму ряда (59.2)через s~u). Тогда 

S~u) = си} + си2 + ... + сиn = с(иl + и2 + ... + иn ) = С· Sn. 

Следовательно, 

lim S~u) = lim cSn = С· lim Sn = С· S, 
n-400 n-400 n---700 

т. е. ряд (59.2) сходится и имеет сумму cS. 
Покажем теперь, что если ряд (59.1) расходится, с 1- о, то и 

ряд (59.2) расходится. Допустим противное: ряд (59.2) сходится и имеет 
сумму SI' Тогда 

SI = lim S~u) == lim cSn = с lim Sn. 
n---+оо n---+оо n---700 

Отсюда получаем: 
lim S _ SI n - , 

n--too С 

т. е. ряд (59.1) сходится, что противоречит условию о расходимости 
ряда (59.1). • 



Сво11сmво 2. Если сходится ряд (59.1) и сходится ряд 
00 

(59.3) 

а их суммы равны 51 и 52 соответственно, то сходятся и ряды 

(59.4) 

причем сумма каждого равна соответственно 51 ± 52. 

О Обозначим n-е частичные суммы рядов (59.1), (59.3) и (59.4) через 
s~u), S~v) и Sn соответственно. Тогда 

lim S = lim (5(u) ± S(v» = lim 5(u) ± lim S(v) = 51 ± S2 
n~OO n n--+<Х> n n n--too n n--+сю n , 

т. е. каждый из рядов (59.4) сходится, и сумма его равна S1 ± 52 соот­
ветственно. • 

~ Из свойства 2 вытекает, что сумма (разность) сходящегося и рас-
ходящегося рядов есть расходящийся ряд. 

Е справедливости этого утверждения можно убедиться методом от 

противного. 

Заметим, что сумма (разность) двух расходящихся рядов может 

быть как сходящимся, так и расходящимся рядом. 

Сво11сmво 3. Если к ряду (59.1) прибавить (или отбросить) конеч­
ное число членов, то полученный ряд и ряд (59.1) сходятся или расхо­
дятся одновременно. 

О Обозначим через 5 сумму отброшеI-lНЫХ членов, через k - наиболь­
ший из номеров этих членов. Чтобы не менять нумерацию оставших­

ся членов ряда (59.1), будем считать, что' на месте отброшенных чле­
нов поставили нули. Тогда при n > k будет выполняться равенство 
Sn - 5~ = 5, где S~ - это n-я частичная сумма ряда, полученного 
из ряда (59.1) путем отбрасывания конечного числа членов. Поэтому 
lim Sn = 5 + lim 5~. Отсюда следует, что пределы в левой и правой 

n--+оо n--+оо 

частях одновременно существуют или не существуют, т. е. ряд (59.1) 
сходится (расходится) тогда и только тогда, когда сходятся (расходят­

ся) ряды без конечного числа его членов. 

Аналогично рассуждаем в случае приписывания к ряду конечного 

числа членов. • 

Ряд 00 

иn+1 +иn+2 + ... = L Uk 

k=n+1 

(59.5) 

называется n-м осmаmх:о.м. ряда (59.1). Он получается из ряда (59.1) 
отбрасыванием n первых его членов. Ряд (59.1) получается из остатка 



добавлением конечного числа членов. Поэтому, согласно свойству З, 

ряд (59.1) и его остаток (59.5) одновременно сходятся или расходятся. 
~ Из свойства 3 также следует, что если ряд (59 .1) сходится, то его 

остаток Тn = S - Sn = иn+l + иn+2 + ... стремится к нулю при 
n -t 00, т. е. lim Тn = О. 

n-+(х) 

59.2. РЯД геометрическоiii прогрессии 

Исследуем сходимость ряда 

а + aq + aq2 + ... + aqn-l + . . . (а f. О), (59.6) 

который называется рядо.м гео.меmрu-ч,еС1i:ОU nрогрессии. Ряд (59.6) ча­
сто используется при исследовании рядов на сходимость . 

Как известно, сумма первых n членов прогрессии находится по 

формуле Sn = a(i - qn) , q f. 1. Найдем предел этой суммы: 
-q 

. . а(1 - qn) а . qn 
11т Sn = 11т = -- -а 11т -- о 

n-+(х) n-+(х) 1 - q 1 - q n-+(х) 1 - q 

Рассмотрим следующие случаи в зависимости от величины q: 
1. Если Iql < 1, то qn -t О при n -+ 00. Поэтому lim Sn = -1 а , 

n-+(Х) - q 
ряд (59.б) сходится, его сумма равна -1 а ; 

-q 
2. Если Iql > 1, то qn -+ 00 при n -+ 00. Поэтому lim Sn = 00, 

n-+(х) 

ряд (59.б) расходится; 

З. Если Iql 1, то при q = 1 ряд (59.6) принимает вид 

а + а + а + ... + а + ... , для него Sn = n· а и lim Sn = 00, т. е. ряд (59.6) 
n-+(х) 

расходится; при q = -1 ряд (59. б) принимает вид а - а + а - а + ... -
в этом случае Sn = О при четном n и Sn = а при нечетном n. Следова­
тельно, liill Sn не существует, ряд (59.б) расходится. 

n-+оо 

~ Итак, ряд геометрической прогрессии сходится при Iql < 1 и рас-
ходится при Iql ) 1. 

П П . 23 22 2 1 1 рu,м,ер 59.1. оказать, что ряд + + + 2" + ... + 2n - 3 + ... 
сходится. 

Q Решение: Данный ряд можно переписать так: 
3 з1 з1 з1 

2 . 1 + 2 '"2 + 2 . 22 + ... + 2 . 2n + ... 

Как видно, он представляет собой ряд геометрической прогрессии с 

а = 23 и q = ~ < 1. Этот ряд сходится согласно свойству 1 числовых 
рядов . • 



59.3. Необходимый признак СХОДИМОСТИ ЧИСЛОВОГО 
ряда. Гармонический ряд 

Нахождение n-й частичной суммы Sn И ее предела для произволь­
ного ряда во многих случаях является непростой задачей . Поэтому для 

выяснения сходимости ряда устанавливают специальные nрuзнах;u схо­

димости . Первым из них, как правило, является необходимый признак 

сходимости. 

Теорема 59.1. Если ряд (59.1) сходится, то его общий член иn стре­
мится к нулю, т. е . lim иn = О . 

n-+ оо 

Q Пусть ряд (59.1) сходится и lim Sn = S . Тогда и lim Sn-l = S 
n--i' ОО n-+ оо 

(при n ~ 00 и (n - 1) ~ 00). Учитывая , что иn = Sn - Sn-l при n > 1, 
получаем : 

lim иn = lim (Sn - Sn-l) = lim Sn - lim Sn-l = S - S = О . • 
n --+ 00 n -+ ос> n-t ею 11-1> со 

СЛЕ!Аствие 59.1 (Аостаточное условие раСХОАИМОСТИ РЯАа). Если 
lim иn :j; О или этот предел не существует, то ряд расходится. 
n-+ оо 

Q Действительно, если бы ряд сходился, то (по теореме) lim иn = О . 
n-+ оо 

Но это противоречит условию. Значит, ряд расходится. 

Прu.мер 59.2. Исследовать сходимость ряда f: 3n -52 . 
n=l n + 

Q Решение: Ряд f: 3:';52 расходится, т. к. 
n=l 3 - 2 

lim иn = lim _n __ = 3:j; О, 
n-+оо n-+оо n + 5 

т. е . выполняется достаточное условие расходимости ряда. 

Прu.мер 59.3. Исследовать сходимость ряда 

(1 + ~)l + (1 + ~)2 + .. . + (1 + ~)n + .. . 

• 

• 

Q Решение : Данный ряд расходится, т. к. lim иn 
n-+оо 

lim (1 + l)n = 
n-+оо n 

= е :j; О. • 



Теорема 59.1 дает необходимое условие сходимости ряда, но не 
достаточное: из условия lim иn = О не следует, что ряд сходит­

n--+оо 

ся. Это означает, что существуют расходящиеся ряды, для которых 

lim иn = о. 
n--+оо 

В качестве примера рассмотрим так называемый гар.мо'Нu'Чесх:ui1. 

ряд 

00 1 1 1 1 1 
2:-=1+-+-+-+ . . . +-+ . .. 

n 2 3 4 n 
n=l 

(59.7) 

Очевидно , что lim иn = О. Однако ряд (59.7) расходится. Покажем 
n--+оо 

это. 

О Как известно (см. (17.14)), lim (1 + l)n = е. Отсюда следует, что 
n--+оо n 

при любом n Е N имеет место неравенство (1 + ~) n < е . .zIогарифмируя 
это неравенство по основанию е, получим: 

т. е. 

~ > ln n + 1, 1 - > ln{n + 1) - ln n. 
n n n 

Подставляя в полученное неравенство поочередно n = 1,2, ... , n - 1, n, 
получим: 

1> ln2, 
1 - > lпЗ -ln 2 
2 ' 

1 
- > ln4 -ln3 
3 ' 
.............. . . . ') 

1 
- > 'П (n + 1) - ln n . 
n 

Сложив почленно эти неравенства, получим Sn > ln(n + 1). Посколь­
ку Нm ln(n + 1) = 00, получаем lim Sn = 00, т. е. гармонический 

n--+оо n--+оо 

ряд (59.7) расходится. • 

в качестве второго примера можно взять ряд 

Здесь lim иn = lim h = О. Однако этот ряд расходится. 
n-+-оо n---+оо V n 

4 



о Действительно, 

111 111 11 
Вn = J1 + ,j2 + J3 + ... vn > vn + vn + ... vn = vп . n = Vп, 

т. е. Вn > .,;n. Следовательно, Вn ~ 00 при n ~ 00, ряд расходится. • 

§ 60. ДОСТАТОЧНЫЕ ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ 
ЗНАКОПОСТОЯННЫХ РЯДОВ 

Необходимый признак сходимости не дает, вообще говоря, возмож­

ности судить о том, сходится ли данный ряд или нет. Сходимость и 

расходимость ряда во многих случаях можно установить с помощью 

так называемых досmаmо'Ч,'Н:ых nрuзн,а-к;ов. 

~ Рассмотрим некоторые из них для З'На?СОnО.IUr.нсumелъ'НЪtх ря­

дов, т. е. рядов с неотрицательными членами (знакоотрицательный 

ряд переходит в знакоположительный путем умножения его на (-1), 
что, как известно, не влияет на сходимость ряда). 

60.1. Признаки сравнения РЯАОВ 

Сходимость или расходимость знакоположительного ряда часто 

устанавливается путем сравнения его с другим «<эталонным») рядом, 
о котором известно, сходится он или нет. В основе такого сравнения 

лежат следующие теоремы. 

Теорема 60.1. Пусть даны два знакоположительных ряда 
00 

(60.1) 
n=l 

и 00 

(60.2) 
n=l 

Если для всех n выполняется неравенство 

(60.3) 

то из сходимости ряда (60.2) следует сходимость ряда (60.1), из рас­
ходимости ряда (60.1) следует расходимость ряда (60.2). 

о Обозначим n-е частичные суммы рядов (60.1) и (60.2) соответствен­
но через B~и) и s~v). Из неравенства (60.3) следует, что 

в(и) ~ S(v) 
n -....;::: n . I (60.4) 



Пусть ряд (60.2) сходится и его сумма равна 52. Тогда lim 5~v) = 52 ' 
П-НХ) 

Члены ряда (60.2) положительны, поэтому 5~V) < 52 и, следовательно, 
с учетом неравенства (60.4), 5~u) ~ 52' Таким образом, последователь­
ность 5i U

), 5~U), 5~U) , . .. монотонно возрастает (иn > О) и ограниче­
на сверху числом ' 52. По признаку существования предела (см. теоре­

ма 15.3) последовательность {5~U)} имеет предел lim 5~n) = 51, т. е. 
п-400 

ряд (60.1) сходится. 
Пусть теперь ряд (60.1) расходится. Так как члены ряда неотри­

цательны, в этом случае имеем lim 5~U) = 00. Тогда, с учетом нера­
П-400 

венства (60.4), получаем lim 5~V) = 00, т. е. ряд (60.2) расходится. • 
п-400 

За.ме'Ч,аnие. Теорема 60.1 справедлива и в том случае, когда нера­
венство (60.3) выполняется не для всех членов рядов (60.1) и (60.2), а 
начиная с некоторого номера N. Это вытекает из свойства 3 числовых 
рядов (см. п. 59.1). 

Теорема 60.2 (пр~ельный признак сравнения). Пусть даны два 

знакоположительных ряда (60 .1) и (60 .2) . Если существует конечный. 
отличный от О, предел lim ~ = А (О < А < (0). то ряды (60.1) 

n-400 Vn, 

И (60.2) сходятся или расходятся одновременно. 

о По определению предела последовательности (см. п. 15.2) для всех 
n, кроме, возможно, конечного числа их, для любого € > О выполняется 
неравенство I ~ - А I < Е, или 

(А - Е) . Vn, < и" < (А + е) . V". (60.5) 

Если ряд (60.1) сходится, то из левого неравенства (60.5) и тео-
00 

ремы 60.1 вытекает, что ряд L (А - €)vn также сходится. Но тогда, 
п=l 

согласно свойству 1 числовых рядов (см. п. 59.1), ряд (60.2) сходится. 
Если ряд (60.1) расходится, то из правого неравенства (60.5), тео­

ремы 60.1, свойства 1 вытекает, что и ряд (60.2) расходится. 
Аналогично, если ряд (60.2) сходится (расходится), то сходящимся 

(расходящимся) будет и ряд (60.1). • 

00 

Прu.мер 60.1. Исследовать на сходимость ряд L 3 12'" 
п=1 + 

44 



Q Решение: Сравним данный ряд с рядом геометрической прогрессии 
~1 ( 1) 1 1с ~ 2"" который сходится q = "2 < 1 . Имеем ~ < 2n ' ледова-
~1 + 
тельно, данный ряд сходится. • 

ею 

Пример 60.2. Исследовать сходимость ряда L з~. 
n=1 уn 

Q Решение: Здесь иn = VN. Возьмем ряд с общим членом vn = ~, 

который расходится (гармонический ряд). Имеем vn ~ ~. Следова­
тельно, данный ряд расходится. • 

00 

Пример 60.3. Исследовать сходимость ряда L tg 571" . 
n=l n 

Q Решение: Применим предельный признак сравнения. Так как 
tg .2L 

lim -F = К5 f. О (см. пример 17.7) , то по теореме БО . 2 исходный 
n~oo -

n 
ряд расходится, как сравнимый с гармоническим рядом. • 
60.2. Признак Даламбера 

В отличие от признаков сравнения, где все зависит от догадки и за­

паса известных сходящихся и расходящихся рядов, признак Даламбера 

(1717- 1783, французский математик) позволяет часто решить вопрос о 
сходимости ряда, проделав лишь некоторые операции над самим ря­

дом . 

Теорема 60.3. Пусть дан ряд (59.1) с положительными членами и 

существует конечный или бесконечный предел lim Un+l = l. 
n~ oo и·n 

Тогда ряд сходится при l < 1 и расходится при l > 1. 

о Так как Ет Нn+ 1 = l , то по определению предела для любого е > О 
n~oo НN 

найдется натура.пьное число N такое, что при n > N выполняется 

неравенство 

или 
Ztn+l l-e<--<l+e. 
иn 

(БО . Б) 

Пусть l < 1. Можно подобрать е так , что число l+e < 1. Обозначим 
l + е = q, q < 1. Тогда из правой части неравенства (БО.Б) получаем 
Ztn+l < q, или Un+l < q. Нn , n > N. В силу свойства 3 числовых рядов 
иn 



можно считать, что иn+l < q. иn для всех n = 1,2,3, ... Давая номеру 
n эти значения, получим серию неравенств: 

и2 < q. иl, 

Uз < q . и2 < q2u !, 

1t4 < q . Uз < qЗ u !, 

.................. , 

т. е. члены ряда и2 + Uз + и4 + ... + иn + . .. меньше соответствующих 
членов ряда qu! +q2u~ +qЗu ! + ... +qn+1 U1 + ... , который сходится как 
ряд геометрической прогрессии со знаменателем О < q < 1. Но тогда, 
на основании признака сравнения, сходится ряд и2 + Uз + ... + иn + ... , 
следовательно, сходится и исходный ряд (59.1). 

Пусть 1> 1. В этом случае lim иnн = 1> 1. Отсюда следует, что, 
n~OO иn 

начиная с некоторого номера N, выполняется неравенство иn+! > 1, 
иn 

или иn+! > иn , т. е. члены ряда возрастают с увеличением номера n. 
Поэтому lim иn =J. О. На основании следствия из необходимого призна­

n---+оо 

ка (см. п. 59.3) ряд (59.1) расходится. • 

За.ме'Ч.а'Н:u,Я. 

1. Если 1 = 1, то ряд (59.1) может быть как сходящимся, так и 
расходящимся. 

2. Признак Даламбера целесообразно применять, когда общий 

член ряда содержит выражение вида n! или аn . 

Прuм,ер 60.4. Исследовать на сходимость ряд f ~. 
n=1 n. 

Q Решение: Находим 

1 

lim (n+!)! 
, 

lim n. lim 
1 lim иn+! 

n---too иn 
n---+оо --1-

nт n---+оо (n + 1)! n---+оо n + 1 
== О. 

Так как 1 = О < 1, то данный ряд по признаку Даламбера сходится. • 

00 зn 
Прuм,ер 60.5. Исследовать сходимость ряда L :7' 

n=1 n 

7 



а Решение: Вычисляем 

зn+ 1 3n 

[- lim ( . -) 
- n--4оо (n + 1)2 . n2 

3n .3: n 2 

= lim 
n--4ОО 3n . (n + 1)2 

=3 lim (_n_)2 =3 lim (_1_1)2 =3. 
n--4оо n + 1 n--4оо 1 + n 

Так как l = 3 > 1, то данный ряд по признаку Даламбера расходится . 

• 
60.3. Радикальный признак Коши 

Иногда удобно пользоваться радunал'Ь'Н,ы,м, nриз'Н,аnо,м, Коши для 

исследования сходимости знакоположительного ряда. Этот признак во 

многом схож с признаком Даламбера, о чем говорят его формулировка 

и доказательство. 

Теорема 60.4. Пусть дан ряд (59.1) с положительными членами и 
существует конечный или бесконечный предел lim ~ = [. 

n--4ОО 

Тогда ряд СХОДИТСЯ при l < 1 и расходится при l > 1. 

Как и для признака Даламбера, в случае, когда l = 1, вопрос о 
сходимости ряда остается открытым. Доказательство теоремы анало­

гично доказательству признака Далам6ера. Поэтому опустим его. 

00 n 2 

Прu.мер 60.6. Исследовать на сходимость ряд n~1 з2n · (n ~ 1) 

а Решение: Так как 

00 2 n ~ 00 1 n ~ 

L 3n . (n + 1) = 2· L 3n . (n + 1) , 
n=1 n=1 

то применим радикальный признак Коши к ряду 

00 1 n n 2 

L зn ' (n+ J 
n=1 

Вычисляем 

l 1· ~ r;;;- ,. n 1 ( n ) п
2 

1 ,. 1 1 1 
= n~~ 'tun = n~~ зп ' n + 1 = 3 n~тoo (1 + ~)n = з' ; < 1. 

00 n 2 

Ряд n~1 3~ . (n ~ 1) сходится, а значит, сходится и исходный ряд, 
согласно свойству 1 числовых рядов. • 
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60.4. Интегральный признак Коши. 
Обобщенный гармонический РЯД 

00 
Теорема 60.5. Если ЧЛЕ:!НЫ знакоположительного ряда L иn могут 

n=1 
быть представлеНbI как числовые значения некоторой непрерывной 

монотонно убывающей на промежутке [1; +00) функции J(x) так, что 
иl = f(l), и2 = f(2), ... , иn = f(n), ... , то: 

+00 
1) если J f(x) dx сходится, то сходится и ряд (59.1); 

1 
+00 

2) если J f(x) dx расходится, то расходится также и ряд (59.1). 

о сходимости несобственных интегралов см. § 40. 

О Рассмотрим криволинейную трапецию, ограниченную сверху гра­

фиком функции у = f(x), основанием которой служит отрезок оси Ох 
от х = 1 до х = n (см. рис. 258). 

у 

y=f(x) 

о 1 2 3 n-l n х 

Рис. 258 

Построим входящие и выходящие прямоугольники, основаниями 

которых служат отрезки [1; 2], [2; З], ... Учитывая геометрический 
смысл определенного интеграла, запишем: 

n 

f(2)·1+f(З)·1+···+f(n)·1 < J f(x)dx < f(1)·1+f(2)·1+···+f(n-1)·1, 
1 

15 Конспект лекциii по высшей матемзтщ.: .. ' 11".1111.111 "УРС 



или 

или 

n 

и2 + Uз + ... + иn < J f(x) dx < иl + и2 + ... + Un-l, 

1 

n 

5
" 

- щ < J f(x) dx < 5
" 

- иn · 
1 

+00 

(60.7) 

Слу'Чаi1 1. Несобственный интеграл J f(x) dx сходится, т. е . 
1 

+00 n +00 J f(x) dx = А. Поскольку J f(x) dx < J f(x) dx = А, то с уче-
1 1 1 

том неравенства (60.7) имеем: 5" - иl < А, т. е. 5 n < иl + А. Так как 
последовательность частичных сумм монотонно возрастает и ограни­

чена сверху (числом иl + А), то, по признаку существования предела, 

имеет предел. Следовательно, ряд (59.1) сходится. 
+00 

Слу'Чаi1 2. Несобственный интеграл J f(x) dx расходится . Тогда 
1 

+00 n J f(x) dx = '+00 и интегралы J f(x) dx неограниченно возрастают 
1 1 

11 

при n ~ 00. Учитывая , что 5
" 

> J f(x) dx + и" (см . (60.7)), получаем, 
1 

что 5 n ~ 00 при n ~ 00 . Следовательно, данный ряд (59.1) расходится . 

• 
+60 

3а.ме'Ча'Н.uе. Вместо интеграла J f(x)dx можно брать интеграл 
+00 . 1 J f(x) dx, где k Е N, k > 1. Отбрасывание k первых членов ряда 
k 

в ряде (59.1), как известно, не влияет на сходимость (расходимость) 
ряда. 

Прu,м,ер 60.7. Исследовать на сходимость ряд f --11-' 
n=2 n· Il n 

Q Решение: Воспользуемся интегра~lЬНЫМ признаком Коши. Функция 
f(x) = -11- удовлетворяет условиям теоремы 60.5. Находим 

х nx 

+сю dx 00 

J -1- = In IIIlXII = 00. 
х Il Х 2 

2 

Значит, ряд с общим членом иn = -11- расходится. 
х nx • 



Ряд 
00 1 1 1 1 1 2: пр = 1 + 2Р + 3Р + 4Р + ... + пр + ... , 

n=1 

(60.8) 

где р > о - действительное число, называется обобщен:ным гармо'Н.и­

'Чес-х;uм р.ядом. Для исследования ряда (60.8) на сходимость применим 
интегральный признак Коши (признаки Даламбера и Коши ответа о 
сходимости не дают). '. 

Рассмотрим функцию f(x) = 1р . Эта функция непрерывна, моно­
х 

тонно убывает на промежутке [1; +00) и f(n) - -\, = иn . При р i- 1 
n 

имеем: 

00 d а 1-р 

! ~ = lim !x-Pdx = lim _x __ l
a 

= 
хР а-->оо а-->оо 1 - р 1 

1 1 

l-p 1 . { 1 
_ l' ( а ) _ р - 1 ' 1т -----
- а-->оо 1 - р 1 - р - 00, 

если р > 1, 

если р < 1. 

kI При Р = 1 имеем гармонический ряд иn = 1, который расходится 
~ 00 n 

(второй способ: ! d;: = 00). Итак, ряд (60.8) сходится при р > 1, 

1 . 1 1 1 
расходится при р ~ 1. В частности, ряд 1 + ~2 + ~ + ... + --,,- + ... - 3- n~ 
сходится (полезно знать). 

Рассмотренные признаки сходимости (есть и другие) знакополо­
жительных рядов позволяют судить о сходимости практически любого 

положительного ряда. Необходимые навыки приобретаются на практи­

ке. 

§ 61. ЗНАКОЧЕРЕДУЮЩИЕСЯ 
И ЗНАКОПЕРЕМЕННЫЕ РЯДЫ 

61.1. Знакочередующиеся РЯДЫ. Признак Лейбница 

Рассмотрим важный класс рядов, называемых знакочередующи­

мися. З'Н.а-х;о'Чередующuмс.я р.ядом называется ряд вида 

00 

U 1 - и2 + Uз - и4 + ... + (-1) n+ 1 иn + ... = 2: ( -1 уn+ I иn , (61.1) 
п=1 

где иn > О для всех n Е N (т. е. ряд, положительные и отрицательные 
члены которого следуют друг за другом поочередно). 

Для знакочередующихся рядов имеет место досmаmо'Ч'Н.ыU признак 

сходимости (установленный в 1714 г. Лейбницем в письме к И. Бер­
нулли). 
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Теорема 61.1 (признак Лейбница). 3накочередующийся ряд (61.1) 
сходится, если: 

1. Последовательность абсолютных величин членов ряда монотонно 
убывает, т. е. Иl > И2 > ИЗ > ... > ИN > ... ; 
2. Общий член ряда стремится к нулю: Iim иn = О. 

n--+оо 

При этом сумма S ряда (61.1) удовлетворяет неравенствам 

0< S < Иl. (61.2) 

о Рассмотрим сначала ча(;тичную сумму четного числа (2т) членов 
ряда (61.1). Имеем 

S2m = Иl -' И2 + Из - И4 + ... + И2m-l - И2m = 
= (Иl - И2) + (из - И4) + ... + (И2m-l - И2m). 

Выражение в каждой скобке, согласно первому условию теоремы, поло­

жительно. Следовательно, сумма S2m > О И возрастает с возрастанием 
номера 2т. 

С другой стороны, S2m можно переписать так: 

S2m = Иl - (И2 - Из) - (И4 - щ) - ... - (И2m-2 - И2m-l) - И2m· 

Легко видеть, что S2m < Иl. Таким образом, последовательность S2, S4, 
S6,,'" S2m,'" возрастает и ограничена сверху. Следовательно, она 

имеет предел Iim SZm = S, причем О < S < Иl. 
n--+оо 

Рассмотрим теперь частичные суммы нечетного числа (2т+1) чле-

нов ряда (61.1). Очевидно, что S2m+l = S2m + И2m+l. Отсюда следует, 
что 

Iim S2m+l = lim (S2m + И2m+l) = Iim S2m + О = S, 
т~oo щ~оо т100 

т. к. Iim И2m+l = О В силу второго условия теоремы. Итак, Iim Sn = S 
т~oo n-700 

как при четном n, так и при нечетном n. Следовательно, ряд (61.1) 
сходится, причем О < S < Иl' • 

3а.ме'Чшн:u..я. 

1. Исследование знакочередующегося ряда вида 

(61.3) 

(с отрицательным первым членом) сводится путем умножения всех его 
членов на (-1) к исследованию ряда (61.1). 

Ряды (61.1) и (61.3), для которых выполняются условия теоремы 
Лейбница, называются леi1.б'Ни'Цевс'll:И.ми (или рядами Лейбница). 
~ 2. Соотношение (61.2) позволяет получить простую и удобную 

оценку ошибки, которую мы допускаем, заменяя сумму S данного 



ряда его частичной суммой 5n . Отброшенный ряд (остаток) предста­

вляет собой также знакочередующийся ряд (_l)n+l (иn+l - иn+2 + ... ), 
сумма которого по модулю меньше первого члена этого ряда, т. е. 

5 n < иn+l' Поэтому ошибка меньше модуля первого из отброшенных 
членов. 

Прu.мер 61.1. Вычислить приблизительно сумму ряда 

Q Решение: Данный ряд лейбницевского типа. Он сходится. Можно 
записать: 1 - ~ + -ь - ... = 5. Взяв пять членов, т. е. заменив 5 на 

11113111 
55 = 1 - 22 + з3 - 44 + 55 = 4 + 27 - 256 + 3125 ~ 0,7834, 

сделаем ошибку, меньшую, чем -lo = 46~56 < 0,00003 . Итак, 5 ~ 0,7834 . 

• 
61.2. Общий достаточный признак сходимости 

знакопеременных рядов 

Знакочередующийся ряд является частным случаем знакопере­
(х) 

менного ряда. Числовой ряд L иn , содержащий бесконечное мно-
n=1 

жест во положительных и бесконечное множество отрицательных чле-

нов , называется зн.ах:оnере.мен.н.'Ы.м. 

Для знакопеременных рядов имеет место следующий общui1 доста­

тО"ч'ныi1 nрuзнак сходимости. 

Теорема 61.2. Пусть дан знакопеременный ряд 

иl + и2 + ... + иn + ... (61.4) 

Если схрдится ряд 

(61.5) 

составленный из модулей членов данного ряда, то сходится и сам 

знакопеременный ряд (61.4). 



о Рассмотрим вспомогательный ряд, составленный из членов рядов 
(61.4) и (61.5): 

00 

(щ + lu] 1) + (и2 + IU21) + ... + (иn + lunl) + ... = :l)un + lunl)· 
n=1 

00 

Очевидно, что О ~ иn + lunl ~ 21unl для всех n EN. Но ряд L 21un l 
n=1 

сходится В силу условия теоремы и свойства 1 числовых рядов (п. 59.1) 
. Следовательно, на основании признака сравнения (п. 59.3) сходится 

00 

и ряд L (иn + lu"I). Поскольку данный знакопеременный ряд (61.4) 
,,=1 

представляет собой разность двух сходящихся рядов 

00 00 00 

,,=1 ,,=1 ,,=1 
то, на основании свойства 2 числовых рядов, он (ряд (61.4)) сходится . 

• 
Отметим, что обратное утверждение несправедливо: если сходится 

ряд (61.4), то это не означает, что будет сходиться ряд (61.5). 

Пример 61.2. Исследовать сходимость ряда f: (_1)n+l .1. 
n=1 n 

Q Решение: Это знакочередующийся ряд, для которого выполнены 
условия признака Лейбница. Следовательно, указанный ряд сходит­

ся. Однако ряд, составленный из модулей членов данного ряда, т. е. 

ряд 

расходится (гармонический ряд). 

61.3. Абсолютная И условная СХОДИМОСТИ числовых 
РЯдОВ. Своиства абсолютно СХОАЯЩИХСЯ РЯдОВ 

• 

~ Знакопеременный ряд называется абсолютно сход.я.щuмс.я., 
если ряд, составленный из модулей его членов, сходится. 

Знакопеременный ряд называется условно сход.я.щuмс.я., если 

сам он сходится, а ряд, составленный из модулей его членов, расхо­

дится. 

Так, ряд, показанный в примере (61.2), условно сходящиЙся. Ряд 

00 1 
'"'( _1)"-] . -
~ n! 
n=] 

4 



абсолютно сходится, т. к. ряд, составленный из модулей его членов, 

сходится (см . при мер 60.4). 
Среди знакопеременных рядов абсолютно сходящиеся ряды зани­

мают особое место: на такие ряды переносятся основные свойства ко­

нечных сумм (переместительность, сочетательность, распределитель­
ность). 

Основные свойства абсолютно сходящихся рядов приводим без до­

казательства. 

~ 1. Если ряд абсолютно сходится и имеет сумму 5, то ряд, полу­
ченный из него перестановкой членов, также сходится и имеет ту 

же сумму 5, что и исходный ряд (теорема Дирихле). 
2. Абсолютно сходящиеся ряды с суммами 5] и 52 можно почленно 

складывать (вычитать). В результате получается абсолютно сходящий­

ся ряд, сумма которого равна 5] + 52 (или соответственно 5] - 52). 
з. Под произведением двух рядов и] + и2 + . .. и Vl + V2 + . .. пони­

мают ряд вида 

(ЩVl) + (VIV2 + U2Vl) + (UIVЗ + U2V2 + UЗV1) + ... 
... + (UIVn + U2Vn-l + .. . + UnVl) + ... 

Произведение двух абсолютно сходящихся рядов с суммами 51 и 52 
есть абсолютно сходящийся ряд, сумма которого равна 51 ·52. 

Таким образом, абсолютно сходящиеся ряды суммируются, вычи­

таются, перемножаются как обычные ряды. Суммы таких рядов не за­

висят от порядка записи членов. 

В случае условно сходящихся рядов соответствующие утвержде­

ния (свойства), вообще говоря, не имеют места. 

Так , переставляя члены условно сходящегося ряда, можно добить­

ся того, что сумма ряда изменится. Например, ряд 1 - ~ + ~ - ! + ... 
условно сходится по признаку Лейбница. Пусть его сумма равна 5 . Пе­
репишем его члены так, что после одного положительного члена будут 

идти два отрицательных. Получим ряд 

Сумма уменьшилась вдвое! 

Более того, путем перестановки членов условно сходящегося ря­

да можно получить сходящийся ряд с заранее заданной суммой или 

расходящийся ряд (теорема Римана). 



Поэтому Д~йствия над рядами нельзя производить, не убедившись 

в их абсолютной сходимости. Для установления абсолютной сходимо­

сти используют все признаки сходимости знакоположительных рядов, 

заменяя всюду общий член ряда его модулем. 



Глава XIV. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ 

I Лекции 53-551 

§ 62. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 
62.1. Основные понятия 

Ряд, членами которого являются функции от х, называется ФУ'Н'/С­

'Цuо'Ндл Ь'Н 'ЫМ: 

00 

L 'иn(Х) = 'иl (хl) + 'и2(Х) + ... + 'иn(Х) + ... (62.1) 
n=l 

Придавая х определенное значение хо, мы получим числовой ряд 

UJ (хо) + 'и2(ХО) + ... + 'иn(Хо) + ... , 
который может быть как сходящимся, так и расходящимся. 

§ Если полученный числовой ряд сходится, то точка хо называет­

ся то'Ч.'II:ОU сходимости ряда (62.1); если же ряд расходится -
то'Ч.'II:ОU pacxoдu,м,ocти функционального ряда. 

Совокупность числовых значений аргумента х, при которых функ­

циональный ряд сходится, называется его областью сходимости. 

В области сходимости функционального ряда его сумма являет­

ся некоторой функцией от х: S = S(x). Определяется она в области 
сходимости равенством 

S(x) = lim Sn(x), где Sn(x) = 'иl (х) + 'и2(Х) + ... + 'иn(Х) -
n-too 

частичная сумма ряда. 

00 

Пример 62.1. Найти область сходимости ряда L хn . 
n=о 

Q Решение: Данный ряд является рядом геометрической прогрессии 
со знаменателем q = х. Следовательно, этот ряд сходится при Ixl < 1, 

т.е. при всех х Е (-1; 1); сумма ряда равна -1 1 : 
-х 

00 1 
S(x) = ""' хn = -- при Ixl < 1. ~ 1-х' 

n=о 
• 

Пример 62.2. Исследовать сходимость функционального ряда 
00 . ') 

""' sш n-х 
~ 2· 
n=l n 



Q Решение: Составим ряд из абсолютных величин членов исходного 
ряда: 

I Si;2 Х I + I Sin
2
;2

x I + ... + I Sinn~2x I + . . . (62.2) 

Так как при любом х Е IR имеет место соотношение I Sinn~2x I :::; ~, 
а ряд с общим членом А сходится (обобщенный гармонический ряд, 

n 
р = 2 > 1, см. п. 60.4), то по признаку сравнения ряд (62.2) сходится 
при х Е IR. Следовательно, исходный ряд абсолютно сходится при всех 
х Е IR = (-00; +(0). • 
~ Среди функциональных рядов в математике и ее приложениях осо­

бую роль играет ряд, членами которого являются степенные функ­

ции аргумента х, т. е. так называемый стеnен:нои ряд: 
00 

L аnхn = ао + alx + а2х2 + ... + аnхn + .. . (62.3) 
n=о 

~ Действительные (или комплексные) числа ао, al, а2,· .. , аn , ... на­
зываются 1Соэффuцuенmамu ряда (62.3), х Е IR - действитель­

ная переменная. 

Ряд (62.3) расположен по степеням х. Рассматривают также сте­
пенной ряд, расположенный по степеням (х - хо), т. е. ряд вида 

00 

L аn(х - Хо)" = ао + аl (х - хо) + ... + аn(х - хо)n + ... , (62.4) 
,,=0 

где хо - некоторое постоянное число. 

Ряд (62.4) легко приводится к виду (62.3), если положить х-хо = z. 
Поэтому при изучении степенных рядов можем ограничиться степен­

ными рядами вида (62.3). 

§ 63. СХОДИМОСТЬ CTErlEHHbIX РЯДОВ 
Выясним вопрос о сходимости степенного ряда (62.3). 
Область сходимости степенного ряда (62.3) содержит по крайней 

мере одну точку: х = О (ряд (62.4) сходится в точке х = хо). 

63.1. Теорема Н. Абеля 

Об области сходимости степенного ряда можно судить, исходя из 
следующей теоремы. 

Теорема 63.1 (Абель). Если степенной ряд (62.3) сходится при 
х = хо =f. О; то он абсолютно сходится при всех значениях х, удо­

влетворяющих неравенству Ixl < Ixo 1· 
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00 

о По условию ряд I: апхо сходится. Следовательно, по необходимо­
п=о 

му признаку сходимости lim апхо = О. Отсюда следует, что величина 
п-->оо 

апхо ограничена, т. е. найдется такое число 1'11 > О, что для всех n 
выполняется неравенство lanxol :::; 1\1, n = 0,1,2, ... 

Пусть Ixl < Ixol, тогда величина q = I ::0 I < 1 и, следовательно, 

lanxnl = lanxol·I:; 1:::; М· qП, n = 0,1,2, .. . , 

т. е. модуль каждого члена ряда (62.3) не пр~восходит соответствую­
щего члена сходящегося (q < 1) ряда геометрической прогрессии. По­
этому по признаку сравнения при Ixl < Ixol ряд (62.3) абсолютно схо-
дящиЙся. 

Сл~ствие 63.1. Если ряд (62.3) расходится при х = xl, то он рас­
ходится и при всех х, удовлетворяющих неравенству Ixl > IXll· 

• 

о Действительно, если допустить сходимость ряда в точке Х2, дЛЯ 

которой IX21 > IXll, то по теореме Абеля ряд сходится при всех х, для 
которых Ixl < IX21, и, в частности, в точке Xl, что противоречит усло­
вию. ' • 

63.2. Интервал И раАИУС СХОАИМОСТИ степенного РЯАа 

Из теоремы Абеля следует, что если хо =j:. О есть точка сходимо­
сти степенного ряда, то интервал (-Ixo 1; Ixo 1) весь состоит из точек 
сходимости данного ряда; при всех значениях х вне этого интервала 

ряд (62.3) расходится. 

- R ряд сходится R 
Q):.)X((IX(I)X.):I:I:((.:.))!(.):(((((r:.)))):(((((I:.:Q 

ряд расходится -Ixal о Ixal ряд расходится 

Рис. 259 

§ Интервал (-Ixol; Ixol) и называют интервалом сходимости 

степенного ряда. Положив Ixo 1 = Н, интервал сходимости можно 
записать в виде (- Н; Н). Число R называют радиусом сходимости 
степенного ряда, т. е. R > О -- это такое число, что при всех х, для 

которых Ixl < R, ряд (62.3) абсолютно сходится, а при Ixl > R ряд 
расходится (см. рис. 259). 



В частности, когда ряд (62.3) сходится лишь в одной точке ха = о, 
то считаем, что R = о. Если же ряд (62.3) сходится при всех значениях 
Х Е IR (т. е. во всех точках числовой оси), то считаем, что R = 00. 

Отметим, что на концах интервала сходимости (т. е. при х = R и 
при х = - R) сходимость ряда проверяется в каждом случае отдельно. 

Для нахождения радиуса сходимости степенного ряда (62.3) мож­
но поступить следующим образом. Составим ряд из модулей членов 

данного степенного ряда 

laal + lalxl + la2x21 + ... + lanxnl + ... 
и применим к нему признак Даламбера. Допустим, что существует пре­

дел 

По признаку Даламбера ряд сходится, если Ixl· lim I аn±1 I < 1, т. е. 
n-+оо аn 

ряд сходится при тех значениях х, для которых 

1 . I аn I х < = 11т -_. I! lim I ап+l I n-+оо аn±1 ' 
n~OO аn 

ряд, составленный из модулей членов ряда (62.3), расходится при тех 

значениях х, для которых Ixl > lim I~I. Таким образом, для ря­
n-+оо аn±1 

да (62.3) радиус абсолютной сходимости 

. I аn I R= 11т --. 
n-+оо аn±1 

(63.1 ) 

Аналогично, воспользовавшись радикальным признаком Коши, 

можно установить, что 

1 
R= ----== 

lim y/!anl· 
n-+оо 

(63.2) 

За.ме'Ч-ан:u.я. 

1. Если lim I аn±1 I = о, то можно убедиться, что ряд (62.3) аб­
n-+оо аn 

солютно сходится на всей числовой оси. В этом случае R = 00. Если 

lim lan ±11 = 00, то R = о. 
n-+оо аn 

2. Интервал сходимости степенного ряда (62.4) находят из нера­
венства !х - ха! < R; имеет вид (ха - R; Ха + R). 

3. Если степенной ряд содержит не все степени х, т. е. задан непол­
ный степенной ряд, то интервал сходимости ряда находят без опреде­

ления радиуса сходимости (формулы (63.1) и (63.2)), а непосредственно 
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применяя признак Даламбера (или Коши) для ряда, составленного из 

модулей членов данного ряда. 

00 n 

Прu.мер 63.1. Найти область сходимости ряда 2: ~. 
n=О n. 

Q Решение: Воспользуемся формулой (63.1): 

I 
..L I (n + 1)! R = lim _n_! - = lim = lim (n + 1) = 00. 

n""ОО р"'l I n .... оо n! n .... оо \n+l,) 

Следовательно, данный ряд абсолютно сходится на всей числовой оси . 

• 
Прu.мер 63.2. Найти область сходимости ряда 

хЗ хЗ х7 х2n- 1 

Х - - + - - _.+ ... + (_l)n+l __ + ... 
3 5 7 2n - 1 

Q Решение: Заданный ряд неполныЙ. Воспользуемся признаком Да­
ламбера. Для данного ряда имеем: 

Ix2n - 11 
Iunl = 2n - 1 ' 

Ix2n+11 
IUn+l1 = 2n + 1 ' 

lim I иn+l I = lim Ix
2n

+
1

1· (2n - 1) = Ix2 1· lim 2n - 1 = х2 . 
n .... оо иn n .... оо (2n + 1) ·lx2n- 11 n .... оо 2n + 1 

Ряд абсолютно сходится, если х2 < 1 или -1 < х < 1. Исследуем 
поведение ряда на концах интервала сходимости. 

При х = -1 имеем ряд -1 + ! -g + t - ... , который сходится по 
признаку Лейбница. 

При х = 1 имеем ряд +1 - ! + ~ - t + ... - это тоже сходящий­
ся лейбницевский ряд. Следовательно, областью сходимости исходного 

ряда является отрезок [-1; :1]. • 

Прu.мер 63.3. Найти область сходимости ряда 

f (х ~:~~. 
n· 

n=1 

Q Решение: Находим радиус сходимости ряда по формуле (63.1): 

R = lim I 1 : 1 I = lim (n + 1) . 2
n 

= 2. 
n .... оо n ·2n - 1 (n + 1) ·2n n""оо n. 2n - 1 



Следовательно, ряд сходится при -2 < х + 2 < 2, т. е. при -4 < х < О. 
При х = -4 имеем ряд 

~ (_2)n =2~(-1)n~ 
~ n·2n - 1 ~ N' 
n=1 n=l 

который сходится по признак)' Лейбница. 

При х = О имеем расходящийся ряд 
00 2n 00 1 

L n . 2n-1 = 2 L ;:. 
n=l ,,=1 

Следовательно, областью сходимости исходного ряда является по-

луотрезок [-4; О). • 

63.3. Свойства степенных рядов 

Сформулируем без доказательства ос1-tов1-tъtе сво11ства степенных 

рядов. 

~ 1. Сумма S(x) степенного ряда (62.3) является непрерывной функ­
цией в интервале сходимости (-R; R). 

00 00 

~ 2. Степенные ряды L а"х" и L Ь"хn , имеющие радиусы сходи-
n=о n=о 

мости соответственно Rl и R2 , можно почленно складывать, вычи-

тать и умножать. Радиус сходимости произведения , суммы и разности 

рядов не меньше , чем меньшее из чисел R, и R2 . 

3. Степенной ряд внутри интервала сходимости можно почленно 
дифференцировать; при этом для ряда 

S(x) = ао + а,х + а2х2 + азхЗ + ... + апхn + ... (63.3) 

при - R < х < R выполняется равенство 

S/(x) = al + 2а2Х + 3азх2 + ... + n· а"хn- 1 + ... (63.4) 

4. Степенной ряд можно почленно интегрировать на каждом от­
резке, расположенном внутри интеj'Jвала сходимости; при этом для ря­

да (63.3) при -Н < а < х < R выполняется равенство (см . замечание 1, 
с . 416) 

х х х х х 

jS(t)dt= jaodt+ ja1tdt+ ja2t2 dt+ . . . + jantndt+ ... (63.5) 
а а n n а 

Ряды (63.4) и (63.5) имеют тот же радиус сходимости , что и исходный 

степенной ряд. 

Перечисленные свойства 1- 4 остаются справедливыми и для сте­
пенных рядов вида (62.4). 

Свойства степенных рядов широко используются в теоретических 
исследованиях и в приближенных вычислениях . 
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§ 64. РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ В CTErlEHHbIE 
РЯДЫ 

64.1. РЯДЫ Тейлора и Маклорена 

Для приложений важно уметь данную функцию f(x) разлагать в 
степенной ряд, т. е. функцию f(x) представлять в виде суммы степен­
ного ряда . 

. ~ Как известно (см. T~opeMa 26.1), для любой функции ЛХ), опре­
деленной в окрестности точки ха и имеющей в ней производные до 

(n + l)-го порядка включительно, справедлива формула Тейлора: 

f'(xa) г(хо ) 2 
f(x) = f(xa) + -,-(х - ха) + -,-(х - ха) + ... 

1. 2. 

f(n)(xa) 
... + ,(х - ха)n + Rn(x), (64.1) 

n. 

f(n+l)(C) 
~ где R.,(x) = (n + 1)! (х - ха)nН, с Е (ха, х), - остаточный член в 

форме Лагранжа. Число с можно записать в виде с = Xa+B(X-Хо), 
где О < В < 1. Формулу (64.1) кратко можно записать в виде 

I f(x) = Рn(Х) + Rn(x), I 

где Р,,(х) = f(xo) + P~~o) (х - хо) + ... + f(n~\xo) (х - хо)n - многочлен 
Тейлора. 

Если функция f(x) имеет производные любых порядков (т. е. бес­
конечно дифференцируема) в окрестности точки хо и остаточный член 

R.,(x) стремится к нулю при n -t 00 ( lim Rn(x) = О), то из формулы 
"--+00 

Тейлора получается разложение функции f(x) по степеням (х - хо), 
называемое рядом Теi1лора: 

f'(xa) 00 f(n)(xo) n 
f(x) = f(xo) + --(х - хо) + ... = ~ (х - хо) . 

1! ~ n! ,,=0 
(64.2) 

Если в ряде Тейлора положить ха = О, то получим разложение 
функции по степеням х в так называемый ряд Ма"к'лорена: 

f(x) = ЛО) + f'(O) х + f"(O) х2 + ... = ~ f(n)(O) х". 
1! 2! ~ n! ,,=0 

(64.3) 

Отметим, что ряд Тейлора можно формально построить для любой 

бесконечно дифференцируемой функции (это необходимое условие) в 



окрестности точки ха. Но отсюда еще не следует, что он будет схо­

диться к данной функции f(x); он может оказаться расходящимся или 
сходиться, но не к функции f(x). Так, например, функция 

f(x) = {е -;.., если х i О, 
О, если х = О 

имеет в точке х = О производные всех порядков, причем f(n)(O} О 
при всяком n (см. пример 19.5). :Ряд Маклорена имеет вид 

О О 2 О n 
0+ 2Т Х + 2!Х + ... + n!х + ... 

Он сходится, но его сумма S(x) в любой точке х равна нулю, а не f(x). 
Пусть для функции f(x) составлен соответствующий ей ряд Тей­

лора. 

Теорема 64.1. Для того чтобы ряд Тейлора (64.2) функции f(x) схо­
дился к f(x) в точке х, необходимо и достаточно, чтобы в этой точ­
ке остаточный член формулы Тейлора (64.1) стремился к нулю при 
n -+ 00, т. е. чтобы lim Rn(x) = О. 

n-too 

о Пусть ряд Тейлора (64.2) сходится к функции f(x) внекоторой 
окрестности точки ха, т. е. f(x) = lim Sn(x). Так как n-я частичная 

n-too 
сумма Sn(x) ряда (64.2) совпадает с многочленом Тейлора рп(х), т. е. 
Sn(x) = рп(х), находим: ' 

lim Rn(x) = liт и(х) - рп(х)) = lim и(х) - Sn(x)) = 
п-400 п--+оо n--+оо 

= f(x) - lim Sn(x) = f(x) - f(x) = О. 
n-too 

Обратно, пусть liт Rn(х) = О. Тогда 
n-too 

lim Sn(x) = lim рп(х) = lim и(х) - Rn(x)) = 
n--+оо п--+оо п--+оо 

= f(x) - lim Rn(х) = f(x) - 0= f(x). • 
n-too 

За.м.е'Ча1iuе. Если ряд Тейлора (64.2) сходится к порождающей 
функции f(x), то остаточный член формулы Тейлора равен остатку ря­
да Тейлора, т. е. Rn(x) = тп(х). (Напомним, что Rn(х) = f(x) - Sn(x), 
а тп(х) = S(x) - Sn(x), где S(x) - сумма ряда Тейлора.). . 
~ Таким образом, задача разложения функции f(x) в степенной' 

ряд сведена по существу к определению значений х, при которых 



R.,(x) ---+ о (при n ---+ 00). Если сделать это не просто, то следует каким­
нибудь иным способом убедиться, что написанный ряд Тейлора схо­

дится к данной функции. 

На практике часто пользуются следующей теоремой, которая дает 

простое достаточное условие разложимости функции в ряд Тейлора. 

Теорема 64.2. Если модули всех производных функций f(x) ограни­
чены в окрестности точки хо одним и тем же числом М > О, то для 
любого х из этой окрестности ряд Тейлора функции f(x) сходится к 
функции f(x), т. е. имеет место разложение (64.2). 

о Согласно теореме 64.1, достаточно показать, что lim R.,(x) = О. 
n--+оо 

По условию теоремы 64.2 для любого n имеет место неравенство 

If(n)(x)1 ~M. Тогда имеем: 

I 
f(n+l)(c) I 

lim 1R.,(x)1 = lim ( )' (х - xo)n+l ~ 
n--+оо n--+оо n + 1 . 

. I (х - хо)n+l I . I (х - хо)n+l I 
~ 11т М· = М· 11т . 

n--+оо (n + 1)! n--+оо (n + 1)! 

I (х - х )n+ll 
Осталось показать, что J~~ (n +\)! = О. ДЛЯ этого рассмотрим 
Ряд 

00 I(x _ хо)n+l1 
~ (n + 1)! . 

Так как 

,. иn+l \. Ix- x oln+
2

· (n+1)! I I ,. 1 О 1 
1т -- = 1т = х - хо . 1т -- = < 

n--+оо иn n--+оо (n + 2)! . Ix - xol n +l n--+оо n + 2 ' 

то по признаку Даламбера этот ряд сходится на всей числовой оси. Но 

тогда, в силу необходимого признака сходимости, 

li
. ,. Ix - xol n+l 

m иn = 1т = О. 
n--+оо n--+оо (n + l)! 

Следовательно, lim Rn(x) = О. 
n--+оо 

64.2. Разложение некоторых элементарных функций 
в РЯД Тейлора (Маклорена) 

Для разложения функции f(x) в ряд Маклорена (64.3) нужно: 
а) найти производные Г(х) , f"(x), ... , f(n)(x), ... ; 
б) вычислить значения производных в точке хо = О; 

• 



в) написать ряд (64.3) для заданной функции и наЙТ~J его интервал 
сходимости; 

г) найти интервал (-R; R), в котором остаточный член ряда Ма­
клорена Rn(х) --7. О при n -+ 00. Если такой интервал существует, то в 
нем функция f(x) и сумма ряда Маклорена совпадают. 

3а.ме'Ч.анuе. В интервале сходимости степенного ряда остаточный 

член стремится к нулю при n -+ 00. 
Приведем таблицу, содержащую разложения в ряд Маклорена не­

которых элементарных функций (эти разложения следует запомнить): 

х х2 хn 
еЖ = 1 + 1" + , + ... + f + .. . , 

1. 2. n. 
х Е (-00; (0), 

(64.4) 

х3 х5 х2n+ 1 

siпх=:t--з , +,_ . . . +(_1)n( ),+ . .. , ХЕ(-ОО;ОО), 
. 5. 2n + 1 . 

(64.5) 

Х Е (-00; (0) , 

(64.6) 

(1 )
"'-1 ~ 0'(0'-1) 2 0'(0'-1) .. . (0'-n+1) n + Х - + ,х + 2' Х + ... + , х + ... , 

1.. n . 

если о' ~ О , 

если -1 < о' < О, (64.7) 
{

[-1; 1], 
Х Е (-1: 1], 

(-1,1), если 0' :::; -1, 

1 2 n 
--=l+х+х + ... +х + ... , 
1-х 

ХЕ(-l;l), (64.8) 

х2 х3 хn+ 1 

'п(1 + х) = х - - + - - ... + (_1)n __ + ... , Х Е (-1; 1], (64.9) 
2 3 n + 1 

х3 х5 х2n+ I 

arctgx = х - 3 +5 - ... + (_1)n 2n+ 1 ... , Х Е [-1; 1] , (64.10) 

1 х3 1 . 3 х5 1 . 3 . 5 х 7 
arcsinx = х + - . - + _ . - + -- . - +... (64.11) 

2 3 2 · 4 5 2 · 4·6 7 

1 . 3 . 5 . . . (2n - 1) х2n+1 
... + ( ) .--+ ... , XE[-l ; l], (64.12) 

2 . 4 . 6 . .. 2n 2n + 1 

х3 х5 х2n+ I 

shx=x+,+,+ ... +( )1+ ' '' ' ХЕ(-ОО ; ОО), 3. 5. 2n + 1 . 
(64 .13) 



х Е (-00;00). 

(64.14) 

Докажем формулу (64.4). Пусть f(x) = еХ • 

О Имеем: 
а) 1'(х) = еХ , f"(x) = еХ , •• • , f(n)(x) = еХ , •• • ; 

б) f(O) = 1, 1'(0) = 1, ... , f(n)(O) = 1, ... ; 

) 
Х 1 х х2 х" ' R- ,. !~!_ ,. !(n+l)!!_ в е ~ +-1'+-2' + . .. +,+ . . . , - 1т - 1т , -.. n . п ..... оо ап +1 п ..... оо n. 

= liт (n + 1) = 00, т. е. ряд сходится в интервале (-00; 00); 
п-+оо 

г) для всех х Е (-R; R) имеем If(n)(x)1 = еХ < e R = М, т. е. 
все производные в этом интервале ограничены одним и тем же числом 

М = eR . Следовательно, по теореме 64.2 'im Rn(х) = О. Таким обра-
п ..... оо 

2 

зом, еХ = 1 + П + 2! + . . . • 
Докажем формулу (64.5). Пусть f(x) = sinx. 

О Имеем : 
а) 1'(х) = cosx = sin(x + ~), f"(x) = -siпх = sin(x + 2· ~) , 

f ll1()- -' ( +3 7Г) f(n)()-' (+ 7Г) . х - - cos х - sш х . "2 ' ... , х - sш х n '"2 ... , 

{
О, n = О, 2, 4, 6, ... , 

б) f(n)(O) = sin 7Г2n = -1, n: 3,7, 11, .... ' 

+1, n - 1, 5, 9, ... , 
. х3 х5 n х2n+ 1 

в) SШХ ~ Х - 3т + 5т - ... + (-1) . (2n + 1)! + ... Легко прове-
рить, что полученный ряд сходится на всей числовой оси, т. е. при всех 

х Е (-00; 00); 
г) любая производная функции f(x) = sinx по модулю не пре-

восходит единицы, и(11) (x)1 = ISin(x + n.~)! ~ 1. Следовательно, по 
теореме 64.2 имеет место разложение (64.5). • 

Докажем формулу (64.6). Пусть f(x) = cosx. 

о Формулу (64 .6) можно доказать так же, как и формулу (64.5). Одна­
ко проще получить разложение функции cos х, воспользовавшись свой­
ством 3 степенных рядов. Продифференцировав почленно ряд (64.5), 
получим: 

х2 х4 

cos Х = 1 - - + - - ... , 
2! 4! 

х Е (-00;00). • 
Докажем формулы (64.13), (64.14). Пусть f(x) = chx (или 

f(x) = sh х). 



о Заменив в формуле (64.4) х на -х , получим разложение функции 
е-Х : 

х х2 ХЗ х4 хn 
е-Х = 1- _ + ___ + _ - . .. + (_1)n. - + ... 

1! 2! 3! 4! n!' 
(64.15) 

справедливое для всех х Е (-00; 00 ) . 
Суммируя (и вычитая) почленно равенства (64.4) и (64.15) , полу­

чим разложение гиперболического косинуса (синуса): 

еХ + е-Х х2 х4 

сЬх= 2 =1+ 2Т + 4Т + ... , ХЕ(-ОО;ОО), 

х Е (-00;00) . 

Формулы (64 .13) и (64.14) доказаны . • 

Докажем формулу (64.7). Пусть J(x) = (1 + х)О', где а Е IIt 
О Имеем: 

а) I'(х) = а(1 + x)O'-i, j"(x) = а(а - 1)(1 + х)0'-2, ... , 
j(n)(x) = а(а - 1) .. . (а - (n - 1))(1 + x) O' -n, ... , n Е N; 

б) j(O) = 1, 1'(0) = а , j"(O) = а(а - 1), ... , 
j(n)(O) = а(а - 1) ... (а - n + 1), ... ; 

) ( )
0' а(а - 1) 2 

В 1 + х ~ 1 + ах + 2! х + ... 

... + а(а - 1)(а - 2),'" (а - n + 1)хn + ... ; 
n. 

г) R-lim I~I-lim 1 а(а-1)(а-2) ... (а-(n-1)) · (n+1)! 1-
-n-+ОО аn+l -n-+ОО n!·а(а-1)(а-2) ... (а-(n-1))(а-n) -

= lim 1 n+ 1 1 = 1, т. е. составленный для функции (1 +х)О' ряд сходится 
n-+оо а-n 

в интервале (-1; 1). 
Можно показать, что и в данном случае, т. е. при х Е (-1; 1), оста-

точный член Rn(x) стремится к нулю при n --+ 00. • 

Ряд (64.7) называется бu1-tомuалыtъtМ. Если а = n Е N, то все чле­
ны ряда с (n + 1)-го номера равны О, так как содержат множитель 

а - n = n - n = О. в этом случае ряд (64.7) представляет собой извест­
ную формулу бинома Ньютона: 

(1 )
n _ !!:. n(n - 1) 2 n(n - 1) . .. 1 n 

+х -1+ 1,х+ 2' х + .. . + , х . . . n . 

Докажем формулу (64.8). Пусть j(x) = 1 ~ х ' 

О Формула (64.8) может быть получена разными способами: 
1) ПОJlЬЗУЯСЬ правилом разложения функции в ряд; 



2) рассматривая ряд 1 + х + х2 + х3 + ... + хп + . .. как ряд геоме­
трической прогрессии, первый член которой равен единице и знамена­

тель q = х; известно (см. пример 62.1), что данный ряд сходится при 

х Е (-1; 1) и его сумма равна -1 1 ; 
-х 

3) воспользовавшись формулой (64.7): положив в ней й 
заменив х на -х, получим формулу (64.8). 

Докажем формулу (64.9). Пусть f(x) = ln(l + х). 

-1 и 

• 
Формула (64.9) также может быть доказана разными способами. 

Приведем один из них. 

Q Рассмотрим равенство 

_1_ = 1 _ х + х2 _ х3 + ... + (_l)ПхП + ... , 
l+х 

справедливое для всех х Е (-1; 1). Используя свойство 4 степенных 
рядов, проинтегрируем данный ряд на отрезке [О;х], х Е (-1; 1): 

или 
х2 х3 хп+! 

ln(l + х) = х - - + - - ... + (_1)П __ + ... 
2 3 n + 1 

Можно показать, что это равенство справедливо и для х = 1. • 

Докажем формулу (64.10). Пусть J(x) = arctgx. 

о Положив в формуле (64.7) й = -1 и заменив х на х2 , получим 
равенство 

1 1 2 4 ( 1)П 2п --2 = -х +х - ... + - ·х + ... , 
l+х 

х Е (-1; 1). 

Тогда 

или 
х3 х5 х2п+! 

arctg х = х - - + - - ... + ( -1) n -- + ... 
3 5 2n + 1 

Можно показать, что равенство справедливо и при х = ±1, т. е. при 
всех х Е [-1; 1]. • 

Докажем формулу (64.12). Пусть f(x) = arcsinx. 



о Положив в формуле (64.7) а = -! и заменив х на (_~2), получим 
равенство 

или 

1 х2 1 . 3 4 1 . 3 . 5 б 
~=1+2+2'4X +2.4.6Х + ... , xE[-l;l]. 

Тогда 

Х 1 х х t 2 Х 1 . 3 4 J ~dt = J dt + J 2' dt + J 2.4 t dt + ... , 
о 1-t о о о 

1 х3 1· 3 х5 

arcsin х = х + - . - + -- . - + ... 
2 3 2·4 5 

Можно показать, что полученное равенство справедливо при всех 

х Е [-1; 1]. • 

Ряды (64.4)-(64.14) в комбинации с правилам и сложения, вычита­
ния, умножения, дифференцирования, интегрирования степенных ря­

дов (см. свойства степенных рядов) могут быть использованы при раз­

ложении (некоторых) других функций в ряд Маклорена (Тейлора). 

Пример 64.1. Разложить в ряд Маклорена функцию f(x) = 3Х • 

Q Решение: Так как 3Х = e1n 3' = еХ In 3, то, заменяя х на х lп 3 в раз­
ложении (64.4), получим: 

Х lп 3 lп2 з 2 Iп3 3 3 Iпn 3 n 
3 = l+l!x+~x +т!х + ... +~x + ... , х Е (-00;00) .• 

Пример 64.2. Выписать ряд Маклоренафункции f(x) = Iп(4-х), 

Q Решение: Так как 

f (х) = Iп( 4 - х) = lп 4 (1 - ~) = Iп 4 + Iп [ 1 + ( - ~) ] , 
то, воспользовавшись формулой (64.9), в которой заменим х на (-~), 
получим: 

или 

, 1 1 х2 1 x n +1 

lп(4 - х) = lп4 - -х - _. - _ ... - -_. -- - ... 
4 42 2 4n +1 n + 1 ' 

если -1 < -~ ~ 1, т. е. -4 ~ х < 4. • 
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Прu.мер 64.3. Разложить в ряд Маклорена функцию 

2 
f(x) = -3 -. 

-Х 

Q Решение : Воспользуемся формулой (64 .8). Так как 

2 2 
f(x) = -- = -~~ 

3-Х 3·(1-~) 

2 1 
:3. 1- ~' 

3 

ТО,заменив Х на f в формуле (64.8), получим : 

_2 = ~ . (1 + ~ + (~) 2 + (~) 3 + ... ), 
3-Х 3 3 3 3 

или 

2 2 2 Х 2 х2 2 х2 2 х3 2 хn 
3 - Х = :3 + :3 . :3 + :3 . з2 + :3 . з2 + :3 . з3 + ... + :3 . 3" + ... , 

где -1 < f < 1, т. е. -3 < Х < 3. 

§ 65. НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯ СТЕПЕННЫХ 
РЯДОВ 

65.1. Приближенное вычисление значении функции 

• 

Пусть требуется вычислить значение функции f(x) при Х = Хl С 
заданной точностью € > о. 

Если функцию f(x) в интервале (-R; R) можно разложить в сте­
пенной ряд 

f(x) = ао + alX + а2 х2 + .. . + аnхn + ... 
и Хl Е (-R;R) , то точное значение f(Xl) равно сумме этого ряда при 
Х = Xl, т.е. 

f(Xl) = ао + alxl + a2X~ + ... + аnх? + .. . , 

а приближенное - частичной сумме Sn(Xl), т. е . 

f(Xl) ~ 8 n (Xl) = ао + alxl + a2xi + ... + anx~'. 
Точность этого равенства увеличивается с ростом n. Абсолютная по­
грешность этого приближенного равенства равна модулю остатка ряда, 

т. е . 

где 



Таким образом, ошибку If(xl) - Sn(xl)1 можно найти, оценив остаток 
Tn(Xl) ряда. 

Для рядов лейбницевского типа 

ITn(Xl)1 = IUn+l (Xl) + U n +2(Xl) + Un+З(Хl) + .. ·1 < IUn+l (Xl)1 
(см. п. 61.1). 

В остальных случаях (ряд знакопеременный или знакоположи­
тельный) составляют ряд из модулей членов ряда и для него старают­

ся найти (подобрать) положительный ряд с большими членами (обыч­
но это сходящийся ряд геометрической прогрессии), который легко бы 

суммировался. И в качестве оценки ITn(Xl)1 берут величину остатка 
этого нового ряда. 

Прu,м,ер 65.1. Найти sin 1 с точностью до 0,001. 

Q Решение: Согласно формуле (64.5), 

sin 1 = 1 _ ~ 1 з + ~ 15 _ ... = ~ ( -1) n+ 1 1 . 
3! 5! L.J (2n - 1)! n=l 

Стоящий справа ряд сходится абсолютно (проверить самостоятельно). 

Так как ~ ~ 0,008(3) > 0,001, а i! ~ 0,0002 < 0,001, то для нахождения 
sin 1 с точностью до 0,001 достаточно первых трех слагаемых: 

1 1 
sin 1 :;:::j 1 - - + - = о 842. 

31 5! ' 

Допускаемая при этом ошибка меньше, чем первый отброшенный член 

(т. е. меньше, чем 0,0002). Вычисленное микрокалькулятором значение 
sin 1 примерно равно 0,84147. • 

Прu,м,ер 65.2. Вычислить число е с точностью до 0,001. 

Q Решение: Подставляя Х = 1 в формулу (64.4), получим: 
1 1 1 

е=1+,+,+ ... +,+ ... 
1. 2. n. 

Справа стоит знакоположительный ряд. Возьмем n слагаемых и оце­
ним ошибку Тn(Х): 

111 
Тn(Х) = (n + 1)! + (n + 2)! + (n + 3)! + ... = 

= (n ~ 1)! (1 + n ~ 2 + (n + 2 )1( n + 3) + ... ) < 

< (n ~ 1)! (1 + n ~ 1 + (n ~ 1? + .. . ) = (n ~ 1)! С _ln-h) 1 
n! ·n' 



т.е. тn(х) < _,1_. Остается подобрать наименьшее натуральное число 
n. ·n 

n, чтобы выполнялось неравенство _,1_. < 0,001. 
n. ·n 

Нетрудно вычислить, что это неравенство выполняется при n ? 6. 
Поэтому имеем: 

1 1 1 1 1 517 
e::::,j 1 + 1 + 2! + з! + 4! + 5! + 51 = 2 720 ::::,j 2,718. • 

За.ме'Ча'Н,uе. Оценку остатка ряда можно производить с помощью 

остаточного члена ряда Маклорена 

еС где с находится между О и xl· В последнем примере Rn (1) = (n + 1)! ' 

О < с < 1. Так как еС < е 1 < 3, то Rn (1) < (n ~ 1)! .-При n = 6 имеем: 

R6 (1) < ~ < 0,001, е ::::,j 1 + 1 + ~ + ... + J! ::::,j 2,718. 

65.2. Приближенное вычисление определенных 
интегралов 

Бесконечные ряды при меняются также для приближенного вычи­

сления неопределенных и определенных интегралов в случаях, когда 

первообразная не выражается в конечном виде через элементарные 

функции (см. § 34) либо нахождение первообразной сложно. 
ь 

Пусть требуется вычислить J f(x) dx с точностью до € > о. Если 
а 

подынтегральную функцию f(x) можно разложить в ряд по степеням 
х и интервал сходимости (-R; R) включит в себя отрезок [а; Ь], то для 
вычисления заданного интеграла можно воспользоваться свойством по­

членного интегрирования этого ряда. Ошибку вычислений определяют 

так же, как и при вычислении значений функций. 

1 
4" 

Пример 65.3. 
€ = 0,001. 

Вычислить интеграл J е-х2 dx с точностью до 
о 

Q Решение: Разложим подынтегральную функцию в ряд Маклорена, 
заменяя х на '( _х2 ) в формуле (64.4): 

х2 х4 х6 

е- х2 
1 + + = -lТ 2Т-ЗТ -.. , х Е (-00;00)_ (65.1) 
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Интегрируя обе части равенства (65.1) на отрезке [о;!], лежащем вну­
три интервала сходимости (-00; 00), получим: 

Получили ряд лейбницевского типа. Так как 1!. j. 43 = 0,0052 ... > 
1 > 0,001, а 2! . 5 . 45 < 0,001, то с точностью до 0,001 имеем: 

1 
4" 

е dx ~ - - - = о 245. J _х2 1 1 
4 192 ' 

о 
• 

Замечание. Первообразную Р(х) для функции f(x) = е-х2 легко 
найти в виде степенного ряда, проинтегрировав равенство (65.1) в пре­
делах от О до х: 

х _t 2 х (. t2 t
4 

) Р(х) = J е dt = J 1 - 1Т + 2! - ... dt = 
о о 

2 Х 

Функции f(x) = J-;e - Х2 И Р(х) = J f(t) dt играют очень важ­
о 

ную роль В теории вероятностей. Первая - nлотностъ стандартно-

го расnределенu.я. веро.ятностеi1, вторая - фунх:'Цu.я. Лапласа Р(х) = 
х t2 

= k J е -2 dt (или интеграл веро.ятностеi1). Мы получили, что 
о 

функция Лапласа представляется рядом 

1 ( хЗ х5 х
7 

) F(x) = -- х - - + -2-- - 3 + ... , 
.,fj; 2 . 3 2 2! . 5 2· 3! . 7 

который сходится на всей числовой оси. 
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65.3. Приближенное решение дифференциальных 
уравнении 

Если решение дифференциального уравнения не выражается че­

рез элементарные функции в конечном виде или способ его решения 

слишком сложен, то для приближенного решения уравнения можно 

воспользоваться рядом Тейлора. 

Познакомимся с двумя способами решения дифференциальных 

уравнений с помощью степенных рядов. 

Пусть, например, требуется решить уравнение 

у" = f(x;y;y'), (65 .2) 

удовлетворяющее начальным условиям 

1 '1' у х=хо = Уо, У х=хо = Уо' (65.3) 

Способ последовательного дифференцирования 

Решение у = у(х) уравнения (65 .2) ищем в виде ряда Тейлора: 

у'(Хо) ( ) у"(хо) ' 2 
У = У(Хо) + --,- х - хо + --,-(х - хо) + .. . 

1. 2. 
у<"} (хо) n .. . + , (х - хо) + ... , (65.4) 

n. 

при этом первые два коэффициента находим из начальных усло­

вий (65.3). Подставив в уравнение (65 .2) значения х = хо, у = уо, 

у' = УЬ, находим третий коэффициент: у"(Ха) = f(xa; уа; уЬ). Значения 
у"'(Хо), у(4)(хо), ... находим путем последовательного дифференциро­
вания уравнения (65.2) по х и вычисления производных при Х = Ха . 

Найденные значения производных (коэффициентов) подставляем в ра­

венство (65.4). Ряд (65.4) представляет искомое частное решение урав­
нения (65.2) для тех значений х, при которых он сходится. Частичная 
сумма этого ряда будет приближенным решением дифференциального 

уравнения (65.2). 
Рассмотренный способ применим и для построения общего реше­

ния уравнения (65.2), если Уа и УЬ рассматривать как произвольные 
постоянные. 

Способ последовательного дифференцирования применим для ре­

шения дифференциальных уравнений любого порядка. 

Прu.мер 65.4. Методом последовательного дифференцирования 

найти пять первых членов (отличных от нуля) разложения в ряд ре-

шения уравнения у" = х2 + у2, у(-l) = 2, у'(-l) = ~. 
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о Решение: Будем искать решение уравнения в виде 

'( 1) "( 1) /1/( 1) 
y=y(-1)+~(x+1)+Y ~ (Х+1)2+У 3~ (х+1)3+ ... 

1. 2. . 

Здесь у( -1) = 2, у'( -1) = !. Находим у"( -1), подставив х = -1 в ис­

ходное уравнение: у"(-l) = (_1)2 + 22 = 5. Для нахождения последу­
ющих коэффициентов дифференцируем заданное дифференциальное 

уравнение: 

y/l/ = 2х + 2уу', 
у(4) = 2 + 2(у')2 + 2уу", 
у(5) = 4у'у" + 2у'у" + 2yy/l/ = 6у'у" + 2yy/l/, ... 

При Х = -1 имеем: 

/1/( ) 1 у -1 =-2+2·2·-=0, 
2 

1 
у(4)(_1)= 2 + 2.4" + 2·2·5 = 22,5, 

у(5)(_1) = 6· ~. 5 + 2·2· 0= 15, ... 
2 

Подставляя найденные значения производных в искомый ряд, полу­

чим: 

Способ неОПРЕ!Аеленных коэффициентов 

Этот способ приближенного решения наиболее удобен для инте­

грирования линейных дифференциальных уравнений с переменными 

коэффициентами. 

Пусть, например, требуется решить уравнение 

(65.5) 

с начальными условиями У(Хо) = Уо, у'(:ро) = уь· 
Предполагая, что коэффициенты Рl (х), Р2(Х) И свободный член 

f(x) разлагаются в ряды по степеням х - хо, сходящиеся в некото­

ром интервале (ха - R; хо + R), искомое решение у = у(х) ищем в виде 
степенного ряда 

(65.6) 

с неопределенными коэффициентами. 

Коэффициенты со и Сl определяются при помощи начальных усло­
вий со = Уа, Cl = уь· 



Для нахождения последующих коэффициентов дифференцируем 

ряд (65.6) два раза (каков порядок уравнения) и подставляем выраже­
ния для функции у и ее производных в уравнение (65.5), заменив в нем 
Pl (х), Р2(Х), f(x) их разложениями. В результате получаем тождество, 
из которого методом неопределенных коэффициентов находим недо­

стающие коэффициенты. Построенный ряд (65.6) сходится в том же 
интервале (хо - R; хо + R) и служит решением уравнения (65.5). 

Прu.мер 65.5. Найти решение уравнения 
у" + ху' + у = xcosx, у(О) = О, у'(О) = 1, 

используя метод неопределенных коэффициентов. 

Q Решение: Разложим коэффициенты уравнения в степенные ряды: 
й(х) = Х, Р2 = 1, 

f(x) = xcosx = x(l- x~ + x~ _ ... ). 
2. 4. 

Ищем решение уравнения в виде ряда 

у = со + CIX + С2х2 + Сз ХЗ + ... 
Тогда 

у' = Cl + 2С2Х + зсзх2 + 4С4ХЗ + ... , 
у" = 2С2 + 2 ·3· СзХ + 3·4· С4х2 + .. . 

Из начальных условий находим: со = О, Cl = 1. Подставляем получен­
ные ряды в дифференциальное уравнение: 

(2С2 + 2·3· СзХ + 3·4· С4х2 + ... ) + Х(Сl + 2С2Х + зсзх2 + 4С4ХЗ + ... )+ 

2 3 (х
2 

х
4 

х
6 

) + (Со + CIX + С2 Х + СзХ + ... ) = Х 1- l' + l' - l' + .... 
2. 4. 6. 

Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях Х: 

ХО : 2С2 = О, 
x 1

: 2·3· Сз + 2 = 1, 

3 . 4 . С4 + 2С2 + С2 = О, 
. 1 

4 . 5 . С5 + 3Сз + Сз = - 2"' 
5 . 6 . С6 + 4С4 + С4 = О, 

Отсюда находим, что С2 = С4 = с6 = ... = О, Сз 

С7 = - i! ' . .. Таким образом·, получаем решение уравнения в виде 
х3 х5 х7 

y=x-зт+5Т-7Т+'''' 

Т.е. у = sinx. • 



Глава XV. РЯДЫ ФУРЬЕ. ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ 

I Лекции 56-58' I 
§ 66. РЯДЫ ФУРЬЕ 
66.1. Периодические функции. 

Периодические процессы 

При изучении разнообразных nерuодu'Ч,ес-х;uх nро'Цессов, т. е. про­

цессов, которые через определенный промежуток времени повторяются 

(встречаются в радиотехнике, электронике, теории упругости, теории и 

практике автоматического регулирования и т. д.), целесообразнее раз­

лагать периодические функции, описывающие эти процессы, не в сте­

пенной ряд, а в так называемый тригонометрический ряд. 

Напомним, что функция у = f(x), определенная на множестве 
D, называется nерuодu'Ч,ес-х;оu (0'1. п. 14.3) с nериодом Т > О, если 

при каждом х Е D значение (х + Т) Е D и выполняется равенство 

f(x + Т) = f(x). 
Для построения графика периодической функции периода Т доста­

точно построить его на любом отрезке длины Т и периодически про­

должить его во всю область определения. 

Отметим основные свойства периодической функции. 

1. Алгебраическая сумма периодических функций, имеющих один 
и тот же период Т, есть периодическая функция с периодом Т. 

2; Если функция f(x) имеет период Т, то функция f(ax) имеет 

период ~; действительно, f (а. (х + ~)) = f(ax + Т) = f(ax). 

3. Если функция f(x) имеет период Т и интегрируема на отрезке 
а+Т Ь+Т 

[ха; Xl] Е IR, то J f(x) dx = J f(x) dx при любых а и Ь Е [ха; Xl]' 
а Ь 

о Пусть, например, О < а < Ь < Т, тогда 
а+Т Ь а+Т J f(x) dx = J f(x) dx + J f(x) dx. (66.1) 
а а ь 

с другой стороны, 

Ь+Т а+Т Ь+Т 

J f(x) dx = J f(x) dx + J f(x) dx. (66.2) 

а+Т 
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Ь+Т ь ь 

Но J f(x) dx = (подстановка х = и + Т) = ! f(и + Т) dи = J f(x) dx. 
а+Т q а 

Подставляем полученный результат в (66.2) и, сравнивая с (66.1), име-
а+Т Ь+Т 

ем J f(x) dx = J f(x) dx. • 
а Ь 

Т Ь+Т 

В частности, J f(x) dx = J f(x) dx. 
о ь 

Простейшими периодическими функциями являются тригономе-

трические функции sin х и cos х. Период этих функций равен 21Г, т. е. 

т = 21Г. 

Простейшим периодическим процессом (движением) является про­

стое гар.мО1iи'Чес'Кое 'Колеба1iuе (движение), описываемое функцией 

у = А . sin(wt + 410), (66.3) 

t ;?: О, где А - а.мnлитуда 'Х:олеба1iUЯ, w - 'Частота, 410 - 1iа'ЧаЛЬ1iа.я 

фаза. 

Функцию такого вида (и ее график) называют npocmoi1 гар.мо'Н.и­

'X:oi1. Основным периодом функции (66.3) является Т = 7:, т. е. одно 

полное колебание совершается за промежуток времени 21Г (w показы­
w 

вает, сколько колебаний совершает точка в течение 21Г единиц време­

ни). 

Проведем преобразование функции (66.3): 

у = Asin(wt + 410) = Asinwtcos41o + Acoswtsin41o = acoswt + bsinwt, 
(66.4) 

где а = А sin 410, Ь = А cos 410. Отсюда видно, что простое гармоническое 
колебание описывается периодическими функциями sinwt и coswt. 

Слож'Ное гар.мО1iи'Чес'Кое 'Х:олеба1iuе, возникающее в результате на­

ложения конечного (или бесконечного) числа простых гармоник, также 

описывается функциями вида sin wt и cos wt. Так, функция 

41(t) = Ао + А1 sin(t + 411) + А2 sin(2t + 412) + ... + Азо sin(30t + 41ЗО) = 
зо 

= Ао + L Аn sin(nt + 41n) 
п=l 

зо 

или, что равносильно, функция 41(t) = Ао + I: (ancosnt + bnsinnt) 
п=l 

задает сложное гармоническое колебание. Так как период первой гар-

моники есть Т1 = 21Г, второй Т2 = 2;, третьей Тз = 2;, ... , тридцатой 



Тзо = ~~, а период функции у = Ао (<нулевая гармоника») есть любое 
число, то функция 'P(t) имеет период, равный 27Г, т. е. Т = 27Г. 

Понятно, что при наложении простых гармоник получаем перио­

дическую функцию, описывающую сложное периодическое колебание 

(периодический процесс). 

Возникает вопрос: всякую ли периодическую функцию, описываю­

щую периодический процесс, можно представить в виде суммы простых 

гармоник вида (66.3) или (66.4)? Если да, то как найти неизвестные па­
раметры (коэффициенты) каждой из этих гармоник? Ответим сначала 
на второй вопрос, а потом·и на первый. 

66.2. Тригонометрический РЯД Фурье 

С помощью так называемого тригонометрического ряда любую 

(практически) периодическую функцию можно представить в виде ря­

да, членами которого являются простые гармоники. 

~ ТрuгО'I-Lо,м,еmрu-ч,ес7СU,м, ря.до,м, называется функциональный ряд 
вида 

а2
0 + а] cos х + Ь] sin х + ... + аn cos nх + ЬN sin nх + ... = 

00 

ао '" Ь . = 2 + L..- аn cos nх + n sш nх, 
n=] 

(66.5) 

где действительные числа ао, аn , ЬN (n = 1,2, ... ) называются 'К:оэффu­
'Циеnта.ми ряда. 

Ряд (66.5) можно записать в виде 
00 

а; + 2: Ап sin(nx + 'Рп). (66.6) 
n=l 

Действительно, положив аn = Аn sin 'Рn, ЬN = Аn cos 'Рп, получим: 
аn cosnx + ЬN sin nх = Аn sin(nx + 'Рn); ряд (66.5) принимает вид (66.6), 
при этом Аn = Ja; + Ь; и tg'Pn = Ъ:. 

Свободный член ряда записан в виде ~ для единообразия полу­

чающихся в дальнейшем формул. 

Приведем формулы, которые понадобятся нам в дальнейшем. 

Считая m и n целыми положительными, находим: 

те {SinnX I" = О (n i О) 
J cosnxdx = 1Гn -1Г 

-1Г xl =27Г (n=О), 
-1Г 

]г 

J sin nх dx = О IIРИ любом n, 
-1Г 

4 

(66.7) 

(66.8) 



" J cosmx· cosnxdx = 
-" 1 " 

= 2 J (cos(m + n)х + cos(m - n)х) dx = 

" J sin mх . cos nх dx = 

{~ (m:j:. n), 

(т = n), 

-" 1 1г 
= 2 J (sin(m + n)х + sin(m - n)х) dx = о, 

" J sin mх . sin nх dx = 
-1Г 1 " {о 
= 21 (cos(m - n)х - cos(m + n)х) dx = 1г 

За.ме'Ч,а1iUЯ. 

(m:j:. n), 

(т = n). 

(66.9) 

(66.10) 

(66.11) 

1. Формулы (66.7)-(66.11) показывают, что семейство функций 

1, cos х, sin х, cos 2х, sin 2х, cos 3х, sin 3х, ... ,cos nх, sin nх, ... 

§ обладает своiiсmвом, орmого-налъ-носmu: интеграл от произве­
дения любых двух функций этого семейства на интервале, имею­

щем длину 21Г, равен нулю. 

2. Формулы (66.7)-(66.11) справедливы и в случае, когда область 
интегрирования есть отрезок [о; 21Г] (см. свойство 3 периодических 
функций, п. 66.1). 

Пусть f(x) - произвольная периодическая функция с периодом 
21Г. Предположим, что функция лх) разлагается в тригонометриче­

ский ряд, т. е. f(x) является суммой ряда (66.5): 
00 

ао '" . f(x) = 2 + ~ ап cosnx + Ь" sш nх. (66.12) 
,,=1 

Так как функция f(x) (и сумма ряда) имеет период 21Г, то ее мож­
но рассматривать в любом промежутке длины 21Г. В качестве основ­

ного промежутка возьмем отрезок [-1Г; 1Г] (также удобно взять отрезок 
[о; 21Г]) и предположим, что ряд (66.12) на этом отрезке можно почленно 
интегрировать. Вычислим коэффициенты ап и Ь". ДЛЯ этого проинте­
грируем обе части равенства (66.12) в пределах от -1Г до 1Г: 

j f (х) dx = j а; dx + f (ап j cos nх dx + ЬП j sin nх dx) = 
-л -1(' n=l -rr -Л" 

1г 

= J ао 2 dx = 1Гао· 

16 Конспект лекций по высшей математике. Полный курс 
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Интегралы от всех, кроме нулевого, членов ряда равны нулю в силу 

формул (66.7) и (66.8) . 
Отсюда 

1 1r 

ао =:; J f(x) dx. (66.13) 
-". 

Умножив обе части равенства (66.12) на cos171x и проинтегрировав по­
лученный ряд в пределах от -п до п, получим: 

1r 1r 

j () аО! f х cos171xdx = 2 cos171xdx+ 
-". 

+ f (аn i cos 171Х . cos nх dx + Ьn i cos 171Х sil1 nх dx) . 
11.=1 -1Г -п 

в силу формул (66.7) , (66 .9) и (66 .10) из последнего равенства при 
171 = n получаем: 

1r 

j f(x)co s nxdx = аn п. 
-". 

Отсюда 

f ( х) cos nх dx , n = 1,2, 3, ... (66.14) 

Аналогично, умножив равенство (66.12) на sil1 тх и проинтегриро­
вав почленно на отрезке [-п;п], найдем: 

1 1r 

Ьn =:; j f(x) SiIl nх dx , n = 1, 2, 3, . .. (66.15) 

~ Числа ао, аn , Ьn , определяемые по формулам (66.13)-(66.15), на­
зываются 'Х:оэффu'Цuе'Нmа-мu Фурье функции f(x), а тригоно­

метрический ряд (66 .5) с такими коэффициентами - рядо-м Фурье 

функции f(x). 
Для интегрируемой на отрезке [-п; п] функции f(x) записывают 

00 

ао ~ . 
f(x) rv 2 + L аn cosnx + Ьп sш nх 

n=1 

и говорят: функции f(x) соответствует (поставлен в соответствие) ее 
ряд Фурье . Если ряд Фурье сходится, то его сумму обозначим S(x) . 
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§ 67. РАЗЛОЖЕНИЕ В РЯД ФУРЬЕ 
27r-ГlЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

67.1. Теорема Дирихле 

Выясним условия, при которых знак соответствия (~) можно за­

менить знаком равенства (=), т. е. условия, при которых ряд Фурье 

функции f(x) сходится и имеет своей суммой как раз функцию f(x). 
Будем рассматривать функции f(x), имеющие период Т = 27Г. Та­

кие функции называют 27Г-nерuодu'Ч,еск;u.мu. 

Сформулируем теорему, представляющую достаточное условие 

разложимости функции в ряд Фурье. 

Теорема 67.1 (Дирихле). Пусть 27Г-периодическая функция f(x) на 
отрезке [-7Г; 7Г] удовлетворяет двум условиям: 

1. f(x) кусочно-непрерывна, т. е. непрерывна или имеет конечное 

число точек разрыва I рода; 

2. f(x) кусочно-монотонна, т. е. монотонна на всем отрезке, либо 

этот отрезок можно разбить на конечное число интервалов так, что 

на каждом из них функция монотонна. 

Тогда соответствующий функции f(x) ряд Фурье сходится на этом 

отрезке и при этом: 

1. В точках непрерывности функции сумма ряда S(x) совпадает с 
самой функцией: S(x) = f(x); 

2. В каждой точке хо разрыва функции сумма ряда равна 
S( ) _ f(xo - О) + f(xo + О) 

хо - 2 ' 

т. е. равна среднему арифметическому пределов функции f(x) справа 
и слева; 

З. В точках х = -7Г И Х = 7г (на концах отрезка) сумма ряда равна 
S( -7Г) = S(Jr) = f(-Jr + О) + f(Jr - О). 

2 

~ Таким образом, если функция f(x) удовлетворяет условиям 1 и 2 
теоремы (УСЛО6u.я Дuрuхле) , то на отрезке [-7Г; 7Г] имеет место раз­

ложение (66.12): 

00 

f(x) = а; + L аn cos nх + Ьn sin nх, 
n==! 

причем коэффициенты вычисляются по формулам (66.13)-(66.15). Это 



равенство может нарушиться только в точках разрыва функции f(x) 
и на концах отрезка [-1Г; 1Г]. 

В силу периодичности исходной функции и суммы ряда Фурье ма­

жет быть получено указанное разложение во всей области определения 

функции. 

Замеча'Н,ия. 

1. Если функция f(x) с периодом 21Г на отрезке [О; 21Г] удовлетво­
ряет условиям Дирихле, то для нее имеет место разложение (66.12), 
где коэффициенты вычисляются по формулам 

1 211" 

ао = :; J f(x) dx, 
о 

1 211" 

аn =:; J f(x)cosnxdx, n = 1,2,3, ... , 
о 

1 211" 

ЬN =:; J f(x)sinnxdx, n = 1,2,3, ... 
о 

11" 211" 

(Интегралы J f(x) dx и J f(x) dx равны в силу свойства 3 периоди-
-11" о 

ческой функции - см. п. 66.1.) 
2. Условиям Дирихле удовлетворяют большинство функций, кото­

рые встречаются в математике и ее приложениях. Существуют функ­

ции, не удовлетворяющие условиям Дирихле, но при этом разложимые 

в ряд Фурье, т. е. теорема Дирихле дает лишь достаточное условие раз­

ложимости, но не необходимое. 

Прu.мер 67.1. Разложить в ряд Фурье функцию f(x) периода 21Г, 
заданную на отрезке [-1Г; 1Г] формулой 

f(x) = {~xx при О ~ х ~ 1Г, 

при - 1г ~ Х < о. 

Q Решение: На рисунке 260 изображен график функции f(x). Эта 
функция удовлетворяет условиям Дирихле, значит, она разложима в 

ряд Фурье. Находим коэффициенты ряда: 

1 11" 1 о 1 11" 31Г 
ао = - J f (х) dx = - J (- х) dx + - J 2х dx = -, 

1г 1г 1г 2 
-11" -11" О 

1 11" 1 о 1 11" 

аn =:; J f (х) cos nх dx =:; J (- х) cos nх dx + :; J 2х cos nх dx = 
-11" -11" О 



у 

27r 
y=f(x) 

Рис. 260 

у 

27r 
y=S(x) 

-1 (х 10 1 . 10) 2 (х 171" 1 171") = - - sin nх + """"2 cos nх + - - sin nх +""""2 cos nх 
7r n - 1Г n -1Г 7r ПОп О 

= - _1_ (1 _ cos пn) + ~ (cos пn - 1) = __ 3_ (1 _ ( -1) n) . 
пn2 7rn2 пn2 

Аналогично находим 

1 1г 1 
ЬN = - J f(x)sinnxdx = ... = _(_1)n+l. 

7r n 
-1Г 

Исходной функции f(x) соответствует ряд Фурье 

3п ~ 3 . 1 f(x) '" S(x) = - + L --2 (1- (_l)n) cosnx + _(_1)n+ 1 sinnx. 
4 пn n 

n=l 

Функция f(x) непрерывна во всех внутренних точкой отрезка [-п; п], 
поэтому, согласно теореме Дирихле, для всех этих точек имеем равен­

ство f(x) = S(x), т. е . 

f( ) - S( ) - 37r _ ~ (cosx cos3x cos5x ) 
х - х - 4 7r 12 + з2 + 52 + . . . + 

+ (
Sinx _ sin 2х + cos3x _ ) 

1 2 3 .... 

в точках х = ±п сумма S(x) ряда равна 

f(-7r+О)+f(7r-О) п+2п 3 
2 = -2- = 2п . 

Графики функций f(x) и S(x) показаны на рис . 260. • 
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67.2. Разложение в ряд Фурье четных инечетных 
функций 

Если разлагаемая на отрезке [-7Г; 7Г] В ряд Фурье функция f(x) 
является четноt!: или нечетноt!:, то это отражается на формулах коэф­

фициентов Фурье (вычисление их упрощается) и на виде самого ряда 

(он становится так называемым неполным). 

Если функция f(x) 'Четная, то ее ряд Фурье имеет вид 
00 

ао '"' f(x) = "2 + L.., аn cosnx, (67.1) 
n=l 

где 

2 7г 2 7г 

ао = :; J f(x) dx, аn = :; J f(x) cosn;;dx, n Е N. (67.2) 

где 

о о 

Если функция f(x) не'Четная, то ее ряд Фурье имеет вид 
00 

f(x) = L Ьn sin nх , 
n=l 

2 7г 

ЬN =:; J f(x)sinnxdx , n Е N. 
о 

(67.3) 

(67.4) 

О Как известно (см. п . 39.4) , если функция f( x ) интегрируема на сим­
метричном отрезке [-а ; а] , то 

J
a {2' j f( x ) dx , если f( x ) - четная функция , 

f( x )dx = о 

- а О , если f(x) - нечетная функция. 

(67.5) 

Если функция f( x ) - четная, то f(x) cosnx - четная функ­

ция (f(-x)cos(-nx ) = f(x)cosnx), а f(x)sinnx - нечетная функция 

и( -х) sin( -nх) = - f(x) sin nх) . 
Если же f( x ) - нечетная функция, то, очевидно, функция 

f(x) cosnx - нечетная, а f(x) sin nх - четная. 

С учетом формулы (67.5) из формул (66.13)-(66.15) получаем фор-
мулы (67.1)- (67.4). • 

§ Ряды (67.1) и (67 .3) называются неnолн:ы..мu тригонометрически­
ми рядами, или рядами ПО '/Сосинуса-м и ПО синуса-м соответственно. 

Прu.мер 67.2. Разложить в ряд Фурье функцию f(x) = х, 

х Е (-7Г; 7Г), т = 27Г . 



у y=f(x) у y=S(x) 

х 

Рис. 261 

о Решение: На рисунке 261 изображен график заданной функции. 
Условиям Дирихле функция у = х удовлетворяет. Эта функция -
нечетная . Следовательно, аn = О, n = О, 1, . . . , а 

2 j71' 2 (х 171' 1 1") 2 ( 1Г) ЬN = - . х sin nх dx = - - - cos nх + '2' sin nх = - - - cos 1Гn, 
1г 1г поп о 1г n 

о 

т. е. Ьn = 2. . (_1)n+l (n Е N). Ряд Фурье содержит только синусы : 
n 

L
OO 

2 ( )n+l' 2 (sin х sin 2х sil1 Зх ) Х = -. -1 . sш nх = -- - -- + -- - ... . 
n 1 2 3 

n=1 

При этом S(±rr) = -1Г2+ 1г = О (см. рис. 261). • 
67.3. Разложение в РЯА Фурье функций произвольного 

пеРИОАа 

Разлагать в ряд Фурье можно и периодические функции с перио­

дом, отличным от 21Г. 

Пусть функция f(x), определенная на отрезке [-1; l], имеет период 
21 (f(х + 21) = f(x), где 1 - произвольное положительное число) и 

удовлетворяет на этом отрезке условиям Дирихле. . 

Сделав подстановку х = 1 t , данную функцию f(x) преобразуем в 
1г 

функцию cp(t) = f (~t), которая определена на отрезке [-71'; 1Г] И имеет 
период Т = 21Г. 

Действительно, если t = -1Г, то Х = -l, если t = 1Г, то Х = l и при 
-1Г < t < 1г имеем -! < х < 1; 

CP(t+2rr)=f(~(t+2rr)) =f(~t+2l) =f(~) =cp(t), 

т. е. <p(t + 21Г) = cp(t) . 
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Разложение функции <p(t) в ряд Фурье на отрезке [-1Г; 1Г] имеет вид 
00 

<p(t) = ~ + L аn cos nt + Ьn sin nt, 
n=l 

где 

1 1г 

аn =;;: J <p(t)cosntdt (n=0,1,2, ... ), 
-1Г 

1 1г 

Ьn =;;: J <p(t)sinntdt (n = 1,2, ... ). 
-1Г 

Возвращаясь к переменной х и заметив, что t 1ГХ dt - Jrd -Z-, - Т х, 

получим 
00 

ао L 1Гnх . 1Гnх 
f(x) = 2 + аn cos -z- + Ьn Slll -z-' (67.6) 

n=l 

где 

1 
1 J 1Гnх (n = 0,1,2, ... ), аn = l f(x) cos -z- dx 

-1 

1 
1 J . 1Гnх (n = 1,2, ... ). Ьn = l f(x) Slll -z- dx 

(67.7) 

-1 

Ряд (67.6) с коэффициентами, вычисляемыми по формулам (67.7), 
называется рядом Фуръе ДЛЯ фун:к;'Цuu f(x) с периодом Т = 21. 

За.ме-ч,анuе. Все теоремы, имеющие место ДЛЯ рядов Фурье 21Г-пе­

риодических функций, остаются в силе и для рядов Фурье функций, 

период которых Т = 2Z. В частности, если f(x) на отрезке [-Z; 1] -ч,еmная, 
то ее ряд Фурье имеет вид 

00 

ао" 1Гnх f(x) = 2 + L....- аn cos -z-, (67.8) 
n=! 

где 

2 1 2 1 1Гnх 
аО = l J f(x) dx, аn = l J f(x) cos -1- dx, n = 1,2, ... ; (67.9) 

о о 

если f(x) - н,е-ч,еmн,ая функция, то 

00 

" 1Гnх f(x) = L....- Ьn sin -z-, 
n=l 

(67.10) 

где 

2 1 1Гnх 
Ьn = l J f(x)sin-1-dx, n = 1,2, ... (67.11) 

о 

488 



Прuм.ер 67.3. Разложить функцию f(x) = х на интервале (-4; 4) 
в ряд Фурье. 

Q Решение: Данная функция нечетная, удовлетворяет условиям Ди­
рихле. По формулам (67.10) и (67.11), при l = 4, имеем: 

00 

'"' 7rnх х = ~bnsin --, 
i=J 4 

4 

Ь - 2 J . 7rnX d - 1 2 3 где n - 4" х sш -4- х, n - , , , ... 
о 

Вычисляем Ьn : 

1( 4 7rnxl4 44 7rnXI4) 
bll = 2" -х 7rn COS""4 о + 7rn . 7rn sin -4- о 

8 8 = --СОS7rn = _ . (_1)n+l, n = 1,2,3, ... 
7rn 7rn 

Таким образом, 

Х=- __ 4 ____ 4_+ __ 4 __ ... 8 (Sin ~ sin 271"Х sin 37ТХ ) 

7r 1 2 3 

для -4 < х < 4. • 
67.4. Представление непеРИОАическои функции РЯАОМ 

Фурье 

Пусть у = 1(х) - непериодическая функция, заданная на всей 
числовой оси (- 00 < х < 00). 

Такая функция не может быть разложена в ряд Фурье, т. к. сумма 

ряда Фурье есть функция периодическая и, следовательно, не может 

быть равна f(x) для всех х. 

У 

о 

YI' , , , 
Y=f(x) : fl(X) 

~~ -l: . 
ь х 

Рис. 262 

Однако ~еnеР'Lюди-ч,еск:а.я фу-нк:'Цuя 

1 (х) -мо:жеm быmъ представлена в виде 
ряда Фуръе на любом к:о-не-ч,но-м nро-ме­

:жуm'ICе [а; Ь], на котором она удовлетво­

ряет условиям Дирихле. Для этого .мож­

но поместить начало координат в сере­

дину отрезка [а; Ь] и построить функцию 
fl (х) периода Т = 2l = Ib - al такую, что 
fJ (х) = 1(х) при -l ~ х ~ {. На рисун­
ке 262 приведена иллюстрация построе­
ния функции 11 (х). 



Разлагаем функцию fl (х) В ряд Фурье. Сумма этого ряда во всех 
точках отрезка [а; Ь] (кроме точек разрыва) совпадает с заданной функ­
цией f(x). Вне этого промежутка сумма ряда и f(х) являются совер­
шенно различными функциями. 

Пусть теперь непериодическую функцию f(x) требуется разло­
жить в ряд Фурье на отрезке [О; []. (Это частный случай : начало ко­

ординат перенесено в точку х =а отрезка [а; Ь]; область определения 
функции f(x) будет иметь вид [О; [], где l = Ib - al.) 

Такую функцию можно произвольным образом доопределить на 

отрезке [-l; О], а затем осуществить ее периодическое продолжение с 
периодом Т = 2l . Разложив [J ряд Фурье на отрезке [-1 ; [] полученную 
таким образом периодическую функцию fl (х), получим искомый ряд 
для функции f(x) при х Е [О; [] . 

В частности, функцию f(x) можно доопределить на отрезке [-l ; О] 
четным образом (т. е . чтобы при -l ~ х ~ О было f(x) = f( -х)) -
см. рис. 263. В этом случае функция f(x) разлагается в ряд Фурье, 
который содержит только косинусы (см. формулы (67.8) и (67.9)). 

у 

y=f(x) - -, - -- , -. . 

-l О 

Рис. 263 

, ""/1 (х) 

х 

у 

-l: о , , 
~ ....... '" 

х 

" 

Рис. 264 

Если же функцию f(x) продолжить на отрезок [-l;О] нечетным 
образом (см. рис. 264), то она разлагается в ряд, состоящий только из 

синусов (см. формулы (67.10) и (67.11)) . 
Ряд косинусов и ряд синусов для функции f(x) , заданной на отрез­

ке [О; [], имеют одну и ту же сумму. Если ХО - точка разрыва функции 

f(x), то сумма как одного, так и другого ряда равна одному и тому же 

числу : S(xo) = f(xo - О) ~ f(xo + О) . 
За.ме-ч.анuе. Все , что было сказано о разложении в ряд Фурье функ­

ции f(x) на отрезке [О; [] , переносится практически без изменения на 
случай, когда функция задана на отрезке [О ; 7Т]; такую функцию мож­
но разложить как в ряд косинусов, так и в ряд синусов (формулы (67.1) 
и (67.3)). . 

Прu.мер 67.4. Разложить в ряд косинусов функцию f(x) = 7т 2" Х, 
О < х < 7Т. 



о Решение: Продолжим функцию 1 (х) на отрезок [-1Г; О] четным обра­
зом (см. рис. 265). Разлагаем в ряд функцию 

{ 7Г"2 Х ' О<х<7Г, 
11(Х) = 7Г+Х 

2 ' -7Г < х < О 
с периодом Т = 27Г. Условиям теоремы 

Дирихле функция 11 (х) удовлетворяет. 

Используя формулы (67.1) и (67.2), нахо-
дим: 

-1[ 

у 
r. 
"2 

о х 

Рис. 265 

2j7Г7Г-х 7г 
ао = -; -2- dx = "2' 

2j7Г7Г-х 1 
ап = - -- cos nх dx = --2 (1 - cos 7Гn). 

7г 2 7Гn 
о о 

Таким образом, 

1 ( ) 
- 7г - Х _?!.:. ~ (cos х cos 3х cos 5х ) 

х - 2 - 4 + 7г 12 + з2 + 52 +. .. , 

где О < х < 7г (при этом 5(0) = i ; i = ~, 5(±7Г) = О! о = о). • 
67.5. Комплексная форма ряда Фурье 

Ряды Фурье часто применяются в комплексной форме записи. Пре­

образуем ряд (66.12) и его коэффициенты (66.13)-(66.15) к комплексной 
форме. Для этого используем формулы Эйлера, выражающие косинус 

и синус через показательную функцию: 

cos nх = ---2---
einx _ e-inx 

sin nх = -----
2i 

( из формулы Эйлера ei:p = COS'P + i sin 'Р и вытекающего из нее 
i<p + -i:p 

равенства e-i:p = COS'P - i sin 'Р находим, что COS'P = е 2 е 

i:p -i:p 
sin'P = е 2ie ). Подставив эти выражения в ряд (66.12), находим: 

ао 00 einx + e- inx einx _ e- inx 

f(x) = 2 + L аn . 2 + Ьп . 2i 
n=1 

ао 00 einx + e-inx einx _ e-inx 

= 2 + L аn . 2 - ibn . 2 
п=1 

а 00 (а - ib )einx (а + ib )e- inx 

= 20 + L n 2 n + n 2П = 
n=1 00 

= ао + '\' с einx + с e-inx (67.12) 2 L n о-п , 
n=] 

б ад - ibn с _ ап + ibn 
где о означено сп = 2 ' -д - 2 

4 1 



Найдем выражения для комплексных коэффициентов сп и с_n. Ис­

пользуя выражения для аn и Ьn (формулы (66.14) и (66.15)), получим: 

1(1 1г 1 1г ) СП ="2 :; J f (х) cos nх dx - i:; J f (х) sin nх dx = 

т. е. 

-" 

-~ -n 

1 1г 1 1г - - J f(x)(cosnx - isinnx)dx = - J f(x)e-inxdx, 
- 21Г 21Г 

-1Г 

1 1r 

Сn =21Г J f(x)e-inxdx (n=1,2,3, ... ), (67.13) 

ао 1 1г 
со = "2 = 21Г J f(x) dx, (67.14) 

-" 

сп = ~ (~ j f(x) cosnxdx + i~ j f(i) Sin'nXdX) 
-1Г -п 

1 1r 

f (х)( cos nх + i sin nх) dx = 21Г J 
-" 

(n = 1,2,3 ... ). 

(67.15) 

Таким образом, формулу (67.12) можно записать в виде 

= = 
f(x) = со + L cneinx + cne-inx , или f(x) = L cneinx . (67.16) 

n=l n=-оо 

Коэффициенты этого ряда, согласно формулам (67.13)-(67.15), можно 
записать в виде 

1 1г . 

сn =- J f(x)e-ШХdх (n=0,±1,±2, ... ). 
21Г 

(67.17) 

~ Равенство (67.16) называется 1Со,м,nле1СС'НОu. фор,м,оu. ряда Фу­
рье фу'Н1СЦUU f(x), а числа СП, найденные по формуле (67.17),-

1Со,м,nле1СС'Н'Ы,м,'U 1Соэффuц'Uе'Нmа,м,'U ряда Фурье. 

Если функция f(x) задается на отрезке [-l; [], то комплексная фор­
ма ее ряда Фурье имеет вид 

= in1rx 1 1 _ in1rx 
f(x) = L сnе 1 , СП = 2l J f(x)e 1 dx (n = О, ±1, ±2, ... ). 

n=-= -1 

(67.18) 
Как видим, комплексная форма ряда Фурье (и коэффициентов) 

более компактна, чем обыкновенный ряд Фурье. 



i лnх 

В электротехнике и радиотехнике члены ряда сnе 1 называются 

lapM01tur;;aMU, коэффициенты сп - r;;о,м,nлеr;;с1t'bl.Ми а,м,nлuтудами гар­

моник, а числа W N = Jr
l
n (n = О, ±1, ±2, ... ) - волнов'bl.Ми 'Чuсла,м,и 

00 

функции f(x) = I: cnei"'n X
• 

n=-оо 

Совокупность величин {С1, С2, ... , сп, ... } называется а,м,nлитуд­
ны,м, cner;;mpoM. 

Графически амплитудный спектр изображается в виде вертикаль­

ных отрезков длиной сп, расположенных в точках W N - Jr
l
n числовой 

оси. 

Прu.мер 67.5. Построить ряд Фу­

рье в комплексной форме для 2-периоди­

ческой функции 

у 

1 -- --
I I I 
I I I 

f(x) = {~' xE[-l;О), 

х Е [О; 1], 

-2 -1 О 1 2 3 4 х 

т = 2. 
Рис. 266 

о Решение: На рисунке 266 изображен 

график функции f(x). По формулам (67.18) находим (l = 1): 

1 1 -i7ГnХ 11 1 ( ) сп = 2 J e- i7ГnХ dх = - e2Jrni о = 2:ni e-
i7rn 

- 1 = 
о 

1 1 1 
со = 2 J dx = 2· 

i (-1)n-1 
= --(cos 7Гn - i sin 7Гn - 1) = i, n 7'= О; 

27Гn 27Гn 
о 

Следовательно, для всех точек непрерывности функции f(x) справед-
ливо равенство 

1 00 

f(x) = 2 + i L 
n=-СХ) 

(n#О) 

( -1) n - 1 i7ГnХ 
----е = 

27Гn 

1 . (еi7ГХ е- 7ГХ е Зi7ГХ e- Зi7ГХ 
) 

=--1 --+--+--+--+ ... 
2 7г 7г 37Г 37Г 

(S(O) = О! 1 = ~, S(±l) = 1! 1 = 1, на графике S(x) не отмечена) . 

• 
§ 68. И НТЕГРАЛ ФУРЬЕ 

Как известно, всякую (периодическую или непериодическую) 

функцию f(x), удовлетворяющую на отрезке [-l; [] условиям теоремы 



Дирихле, можно разложить в ряд Фурье 

где w - 1Гn 
n - 1 ' 

00 

f(x) = ~O + L аn COSWnX + Ьn sinwnx, 
n=l 

1 I 

аn=у / f(t)coswntdt (n=О,1,2, ... ), 
-1 

1 1 

Ьn = у / f(t) sin wnt dt (n = 1,2, ... ). 
-1 

(68.1) 

(68.2) 

Это разложение будет справедливым на всей числовой оси Ох в 

том случае, когда f(х) - периодическая функция с периодом Т = 2/. 
Рассмотрим случай, когда f(x) - непериодическая функция, за­

данная на бесконечном промежутке (-00; 00) (т. е. 1 = +00). 
Будем предполагать, что на любом конечном промежутке [-1; l] 

функция f(x) удовлетворяет условиям теоремы Дирихле и что сходит­
ся следующий несобственный интеграл: 

00 

/ If(x)1 dx = М < 00. 
-00 

Говорят: f(x) абсолютно интегрируема на всей числовой оси. 
Подставляя в ряд (68.1) значения коэффициентов аn и Ьn (68.2), 

получим: 

1 1 1 00 1 

f(x) = 21 / f(t) dt + у L / f(t)(coswnt· cosWnX + sinwnt· sinwnx) dt, 
-1 n=l_1 

т. е. 

1 1 1 00 1 

f(x) = 2l J f(t) dt + у L J f(t)· coswn(t - х) dt. (68.3) 
-1 n=l -1 

Будем теперь неограниченно увеличивать l. Первое слагаемое в правой 
части равенства (68.3) при l -+ +00 стремится к нулю, т. к. 

1/ 1/ 100 М 
12l / f(t) dtl~ 21 / If(t)ldt ~ 2l / If(t)1 dt = 2t -+ О. 

-1 -1 -00 

Рассмотрим второе слагаемое в равенстве (68.3). Величина 
- 1Гn 1г 21Г 31Г б Wn - -l- принимает значения wl = Т, W2 = Т, wз = Т, ... , о разую-

щие бесконечную арифметическую прогрессию с разностыо ~Wn = т 
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(6.w n = W n+l - W n , n 
Итак, 

0,1,2, ... ), при этом 6.wn -1 О при 1 -1 +00. 

1 00 1 1 00 1 

l L J f(t)· coswn(t - х) dt = ;: L J f(t)· coswn(t - х) dt· Т = 
n=l -1 n=l -1 

~ ~ ~ () f(t)· со,,""(' - х) dt) !'."'" ~ ~ ~ <Р("'n) . !'."'n, 

1 

где <p(Wn ) = J f(t)· coswn(t - х) dt, Wn = Т, '2{, ... , nIJr,·· . 

-1 

Полученная сумма напоминает интегральную сумму для функции 

1 

<p(w) = J f(t)· cosw(t - х) dt, w Е (О; +00) 
-1 

(доказывается, что так оно и есть), поэтому, переходя в равенстве (68.3) 
к пределу при 1 -1 +00, получаем 

1 00 1 00 

f(x) = - lim "<p(wn)6.wn = - J <p(w) dw, 
1г 1 ..... 00 ~ 1г 

n=l О 

или 1 00 00 

f(x) = ;: J dw J f(t) cosw(t - х) dt. (68.4) 
о -00 

§ Формула (68.4) называется форму.л.оiJ. Фурье, а интеграл в пра­
вой части формулы - uнтегра.л.ом Фурье для функции f(x). 
Формула Фурье имеет место в точках непрерывности функции 

f(x); в точках разрыва данной функции интеграл Фурье равен сред­
нему арифметическому ее односторонних пределов: 

~ 1 dw 1 f(t)cosw(t-x)dt= f(x-О);f(х+О). 
о -00 

Формулу (68.4) можно переписать в другом виде (в виде однократ­
ного интеграла): 

1 00 00 

f(x) = ;: J dw J f(t) cosw(t - х) dt = 
о -00 

1 00 00 

= ;: J dw J f(t) (coswt . coswx + sinwt· sinwx)dt = 
о -00 

1 dw(~ 1 f(t)coswtdt.coswx+~ 1 f(t)sinwtdt.sinwx), 
о -00 -00 
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т. е. 
00 

f(x) = J (A(w) coswx + B(w) sinwx) cUv, (68.5) 
о 

где 

1 
0:0 

A(w) = - J f(t) coswtdt, 
7r 

-00 

1 
00 

B(w) = - J f(t) sinwt dt. 
7r 

-00 

Как видно, есть аналогия между рядом Фурье и интегралом Фу­

рье: в обоих случаях функция f(x) раскладывается на сумму гармони­
ческих составляющих. Однако, ряд Фурье суммируется по индексу n, 
принимающему дискретные значения n = 1,2,3, ... , в интеграле Фурье 
производится интегрирование по непрерывной пере мен ной w. 

Некоторые сведения, связанные с интегралом Фурье, изложим в 

виде замечаний. 

За.ме-ч.анu.я. 

1. Если функция f(x) - 'Четна.я, то формула Фурье (68.5) прини­
мает вид 

0:0 

f(x) = J A(w)coswxcUv, где 
о 

в случае нечетной функции -

2 0:0 

A(w) =; J f(t)coswtdt; (68.6) 
о 

00 2 00 

f(x) = J B(w)sinwxcUv, где B(w) =; J f(t)sinwtdt. (68.7) 
о о 

2. Если функция f(x) задана лишь на промежутке (О; +(0), то ее 
можно продолжить на промежуток (-00; О) разными способами, в част­
ности - четным или нечетным образом: в первом случае она будет 

представлена формулой (68.6), во втором - формулой (68.7). 
3. Формулу Фурье (68.5) можно представить в симметричной форме 

записи, если положить в формулах (68.6).и (68.7) A(w) = ~A(W), 

B(w) = ~jj(w). В случае четной функции 
{ioo (ioo 

f(x) = у;! A(w)coswxcUv, где A(w) = у;! f(t)coswtdt; 

в случае нечетной функции 

(2 00 -

f(x) = у; I B(w)sinwxcUv, 
- (2 00 

где B(w) = у; ! f(t) sinwt dt. 
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~ Функции A(w) и B(w) называются соответственно ?Сосинус-nре­
образование.м и синус-nреобразование.м Фурье для функции 

f(x). 
4. Интеграл Фурье (68.4) в 'К:омnле'/Сс'Н,оl1 форме имеет вид 

100.00. 

f(x) = 21Г J e'u;xdv.J J f(t)e-!UJtdt; 
-()О -00 

интеграл Фурье (68.5) имеет вид 

1 00 

f(x) = 21Г J c(w)eiwxdv.J, 
-00 

00 

где c(w) = J f(t)e-iwtdt; или в симметричной форме записи 
-00 

где 

100. 

f(x) = - J c(w) e!UJx dv.J, 
21Г 

-00 

00 

c(w) = J f(t)e-iwtdt 
-00 

(c(w) = bc(w)). 
у21Г 

При.мер 68.1. Представить интегралом Фурье функцию 

{
е-Х , х Е (О; +00), 

f(x)= О, х=О, 

еХ , ХЕ(-ОО;О). 

а Решение: Функция удовлетворяет условиям представимости инте­
гралом Фурье, абсолютно интегрируема на промежутке (-00; +00): 

00 о 00 

J If(x)1 dx = J eXdx + J е-Х dx = 2. 
-00 -00 о 

Функция нечетная, применим формулу (68.7): 
+00 

B(w) = ~ J e-t sinwtdt = ~ . _w_. 
1i 1i 1 + w2 

О 

Следовательно, 

2 +00 

f(x)=; J 1:W2·sinwxdv.J, XE(-ОО;О)U(О;+оо). • 
о 
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3аме'Ча'Нuе. Интересно отметить, что если х = 1, то 

1(1) = ~ 100 wsinw dw. 
1г 1 + w2 

О 

С другой стороны, 1(1) = e- 1 = 1. Таким образом, 
е 

00 . 

1 у sш у d = 1 (1) . ~ = ~. 
1 + у2 У 2 2е 

о 

Иными словами, при помощи представления функций интегралом Фу­

рье иногда можно вычислить величины несобственных интегралов. 



Глава XVI. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОЛЯ 

I Лекции 59-62 I 
§ 69. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ ПОЛЯ 

Теория поля - крупный раздел физики, механики, математики, в 

котором изучаются скалярные, векторные, тензорные поля. 

К рассмотрению скалярных и векторных полей приводят многие 

задачи физики, электротехники, математики, /о.'lеханики и других тех­

нических дисциплин. Изучение одних физических полей способствует 

изучению и других. Так, например, силы всемирного тяготения, маг­

нитные, электрические силы - все они изменяются обратно пропор­

ционально квадрату расстояния от своего источника; диффузия в рас­

творах происходит по законам, общим с распространением тепла в раз­

личных средах; вид силовых магнитных линий напоминает картину 

обтекания препятствий жидкостью и т. д. 

Математическим ядром теории поля являются такие понятия, как 

градиент, поток, потенциал, дивергенция, ротор, циркуляция и другие. 

Эти понятия важны и в усвоении основных идей математического ана­

лиза функций многих переменных. 

§ Полем называется область V пространства, в каждой точке кото-
рой определено значение некоторой величины. Если каждой точке 

М этой области соответствует определенное число И = U(М), гово­
рят, что в области определено (задано) с~аля.р'Ное поле (или фун'К:'Цu.я 

mO"iKU). Иначе говоря, скалярное поле - это скалярная функция U(М) 

вместе с ее областью определения. Если же каждой точке JvI области 
пространства соответствует некоторый вектор а = а(М), то говорят, 
что задано вe~тop'Нoe поле (или ве'К:торна.я фун'К:'Цu.я mO"iKU). 

При мерами скалярных полей могут быть поля температуры (воз­

духа, тела, ... ), атмосферного давления, плотности (массы, воздуха, 
... ), электрического потенциала и т. д. Примерами векторных полей 

являются поле силы тяжести, поле скоростей частиц текущей жидко­

сти (ветра), магнитное поле, поле плотности электрического тока и т. д. 

Если функция U(М) (а(М)) не зависит от времени, то скаляр­
ное (векторное) поле называется cтa'ЦиOHapHЪtM (или установившим­
ся); поле, которое меняется с течением времени (меняется, например, 

скалярное поле температуры при охлаждении тела), называется не­
cтa'ЦиOHapHЪtM (или неустановившимся). 

Далее будем рассматривать только стационарные поля. 

Если V - область трехмерного пространства, то скалярное поле И 

можно рассматривать как функцию трех переменных х, у, z (координат 
точки М): 

и = U(х; у; z). (69.1 ) 
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(Наряду с обозначениями И = U(М), И = U(х; у; z), используют запись 
И = U(1'), где f - радиус-вектор точки М.) 

Если скалярная функция U(М) зависит только от двух пере мен­

ных, например х и У, то соответствующее скалярное поле U(х; у) назы­
вают nлосх;uм. 

Аналогично: вектор а = о'(М), определяющий векторное поле, 
можно рассматривать как векторную функцию трех скалярных аргу­

ментов х, у и z: 0,= о'(х; у ; z) (или 0,=0,(1')). 
Вектор 0,= о'(М) можно представить (разложив его по ортам ко­

ординатных осей) в виде 

0,= Р(х; у; z)z + Q(x; у; z)] + R(x; у; z)k, 

где Р(х; у; z), Q(x; у; z), R(x; у; z) - проекции вектора о'(М) на оси ко­
ординат. Если в выбранной системе координат Oxyz одна из проек­
ций вектора а = о'(М) равна нулю, а две другие зависят только от 
двух переменных, то векторное поле называется nлосх;uм. Например, 

0,= Р(х; y)z + Q(x; у)]. 
Векторное поле называется oonopoiJHtJtM, если о'(А1) - постоянный 

вектор, т. е. Р, R и Q - постоянные величины. Таким полем является 

поле тяжести. Здесь Р = О, Q = О, R = -mg, g - ускорение силы 

тяжести, m - масса точки. 

~ В дальнейшем будем предполагать, что скалярные функции 

(U(x;y;z) - определяющая скалярное поле, P(x ;y;z), Q(x;y;z) 
и R(x; у; z) - задающие векторное поле) непрерывны вместе со своими 

частными производными. 

Прu.мер 69.1. Функция И = /1 - х2 - у2 - z2 определяет ска­
лярное поле в точках пространства, ограниченного сферой с центром 

в начале координат и радиусом R = 1; скалярное поле И = 2 z 2 
х +у 

определено во всем пространстве, за исключением точек оси Oz (на 
ней х2 + у2 = О). 

Прu.мер 69.2. Найти поле линейной скорости V материальной 
точки М, вращающейся против часовой стрелки с угловой скоростыо 

w вокруг оси Oz (см. п. 7.4). 

Q Решение: Угловую скорость представим в виде вектора W, лежащего 
на оси Oz, направленного вверх. Имеем: 

w = (О; О; w) (W = wk). 

Построим радиус-вектор f = (х; у; z) точки Jlif (см. рис. 267). 
Численное значение линейной скорости V (модуль), как известно 

из курса физики, равно wp, где р - расстояние вращающейся точки 



M(XjYjz) от оси вращения (оси оz).но р = rsin<p (<р - угол между 
вектором r и осью Oz). Следовательно, V = VJP = VJ· r· sin<p, т. е. V = 
= ji:Jxrl· 

Вектор скорости V направлен в сторону 
вращения, совпадает с направлением вектор­

ного произведения w х r (V ..1 т, V ..1 w, векто­
ры w, Т, V образуют правую тройку). Следо­
вательно, V = w х Т, т. е. 

i j k 
V= о о VJ = -VJуi + VJX] + О . k 

Х у z 

или V = (-VJУj VJXj О). 

z 

у 

х 

Рис. 267 

Поле линейных скоростей V тела, вращающегося вокруг неподвиж-
ной оси, есть плоское векторное поле. • 

§ 70. СКАЛЯРНОЕ 11ОЛЕ 
70.1. Поверхности и линии уровня 

Рассмотрим скалярное поле, задаваемое функцией И = U(х; у; z). 
Для наглядного представления скалярного поля используют поверхно­

сти и линии уровня. 

~ Поверх'Ностью уров'Н,я скалярного поля называется геометри­

ческое место точек, в которых функция U(М) принимает постоян-

ное значение, т. е. 

U(х; у; z) = С. (70.1) 

Давая в уравнении (70.1) величине с различные значения, полу­
чим различные поверхности уровня, которые в совокупности как бы 

расслаивают поле. Через каждую точку поля проходит только одна 

поверхность уровня. Ее уравнение можно найти путем подстановки ко­

ординат точки в уравнение (70.1). 
Для скалярного поля, образованного функцией 

И = )1 - х2 - у2 - Z2, 

поверхностями уровня является множество концентрических сфер с 

центрами в начале координат: J1 - х2 - у2 - z2 = с. В частности, при 
с = 1 получим х2 + у2 + z2 = О, т. е. сфера стягивается в точку. 

Для равномерно раскаленной нити поверхности уровня темпера­

турного поля (изотермические поверхности) представляют собой кру­
говые цилиндры, общей осью которых служит нить. 

~ В случае плоского поля И = U(х;у) равенство U(х;у) = с предста­
вляет собой уравнение ли'Нии уровн..я поля, т. е. линия уровня -



это линия на плоскости Оху, в точках которой функция U(х; у) сохра­

няет постоянное значение. 

В метеорологии, например, сети изобар и изотерм (линии одина­

ковых средних давлений и одинаковых средних температур) являются 
линиями уровня и представляют собой функции координат точек мест­

ности. 

Линии уровня применяются в математике при исследовании по­

верхностей методом сечений (см. п. 12.9). 

70.2. ПроизвоДная по направлению 

Для характеристики скорости изменения поля И = U(М) в задан­
ном направлении введем понятие «производной по направлению». 

Возьмем в пространстве, где задано поле И = U(х; у; z), некото­
рую точку М и найдем скорость изменения функции И при движении 

точки },;[ в произвольном направлении Л. Пусть вектор Л имеет начало 
z в точке М и направляющие косинусы cos а, 

Х cos (З, cos ')'. 
Приращение функции И, возникающее 

при переходе от точки М к некоторой точке 

М! в направлении вектора Л определяется ;з :t.z 
~__ _ ____ L ______ _ 

.. _'.J_C!' _____ 1, ... ~x как 

/:::"U = U(Ml ) - U(М), . . t.y 
O~------ или 

у 

х 
/:::"U = U(х + /:::"х; у + /:::"y;z + /:::"z) - U(х; у; z) 

Рис. 268 (см. рис. 268). Тогда 

/:::"Л = IMMll = V(/:::"x)2 + (/:::"у)2 + (/:::"z)2. 

Е§] Проuзводноi1. от фуюсцuu И = U(М) в тО'Ч7Се М по наnра­
вленuю Л называется предел 

дU = lim /:::"U = lim U(Ml ) - U(М) 
дл .6.Л-.о /:::"Л Mj-.M IMMll 

Производная по направлению Л и характеризует скорость измене­

ния функции (поля) в точке ]У! по этому направлению. Если ~~ > О, 
то функция И возрастает в направлении Х, если ~~ < О, то функция 

и в направлении Л убывает. Кроме того, величина I ~~ I представляет 
собой мгновенную скорость изменения функции и в направлении Л в 

точке Л1: чем больше I ~~ 1, тем быстрее изменяется функция U. В этом 
состоит физический смысл производной по направлению. 
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Выведем формулу для вычисления производной по направлению, 

считая, что функция U(х; у; z) дифференцируема в точке М. Тогда ее 
пОлное приращение в этой точке М можно записать так: 

аu аu аu 
!:::J.U = ах ·!:::J.x + ау .!:::J.y + az ·!:::J.z + 6!:::J.x + 6!:::J.y + 6!:::J.z, 

где 6,6,6 - бесконечно малые функции при !:::J.Л -+ О (см. п. 44.3). 
Поскольку!:::J.х = !:::J.Л cos 0:, !:::J.y = !:::J.Лсоs/3, !:::J.z = !:::J.Лсоs" то 

!:::J.U аu аu аu 
!:::J.Л = ах cos о: + ау cos.8 + az cos, + 6 cos о: + 6 cos /3 + 6 cos f. 

Переходя к пределу при !:::J.Л -+ О, получим формулу для вычисления 

производной по направлению: 

аu аu аu аu 
дл = дх coso: + ау cos,B + дz cos,. (70.2) 

В случае плоского поля И = U(х;у) имеем: cos/3 = cos (~-o:) 
= sin 0:, COS, = О. Формула (70.2) принимает вид: 

аu аu аu . 
ал = ах coso: + ау sшо:. 

3а.ме'Ч,а1tuе. Понятие производной по направлению является обоб­

щением понятия частных производных ~~, ~~, ~~. Их можно рассма­
тривать как производные от функции u по направлению координатных 
осей Ох, Оу и Oz. Так, если направление Х совпадает с положитель­
ным направлением оси Ох, то, положив в формуле (70.2) о: = О, /3 = ~, 

"v - 1[ получим аu _ аu 
I - 2' 1 ал - ах' 

Прuм,ер 70.1. Найти производную функции И = х2 + у2 - 4yz в 
точке М(О; 1; 2) в направлении от этой точки к точке М! (2; 3; 3). 

Q Решение: Находим вектор М j\1 j и его направляющие косинусы: 

2 2 2 1 
MM j =(2;2;1), COSO:=J4+4+1 з' cos/3=3' cos'=3' 

Находим частные производные функции и вычисляем их значения в 

точке М: 

аu 
ах = 2х, 

аUI = 2· О = О 
ах м ' 

аu аu 
ау = 2y-4z, дz = -4у, 

аu I = 2 - 4 . 2 = -6. аu I --4 
ау м ' az м - . 



Следовательно, по формуле (70.2) имеем: 

~~ 1м = о· ~ - 6· ~ - 4· ~ = - 1з6. 
Поскольку ~~ < о, то заданная функция в данном направлении убы­
вает. • 

70.3. Градиент скалярного поля и его свойства 

В каком направлении Х производная ~~ имеет наибольшее значе­
ние? Это направление указывает вектор, называемый градиентом ска­

лярного поля. 

Можно заметить, что правая часть равенства (70.2) представляет 
собой скалярное произведение единичного вектора 

ё = (соsа;соs,в;соs,) 
и некоторого вектора g- = (дU. дU. дU). 

дх' ду' Bz 
~ Вектор, координатами которого являются значения частных про-

изводных функции U(х; У; z) в точке М(х; У; z), называют гради-
ентом фун?С'Ции и обозначают grad И т. е. grad И = (дU. дU . дU) 

, дх' ду' Bz ' 
или г----------------------, 

дU - дU - дU­
gradU = дX i + дi)j + дZk. 

Отметим, что grad И есть векторная величина. Говорят: скалярное 
поле И по рождает векторное поле градиента u. Теперь равенство (70.2) 
можно записать в виде 

дU 
дл = ё· gradU, 

или дU 
ал = I grad UI . cos ({J, (70.3) 

м е аu-
ал Л 

где ({J - угол между вектором grad И и направле-
Рис. 269 нием Х (СМ. рис. 269). 

~ Из формулы (70.3) сразу следует, что производная по направлению 
достигает наибольшего значения, когда COS ({J = 1, т. е. при ({J = о. 

Таким образом, направление градиента совпадает с направлением Х, 
вдоль которого функция (поле) меняется быстрее всего, т. е. градие'Нт 

фУ'Н'Ii:'Ции У'li:азывает 'Наnравле'Ние 'Наибыстреuшего возраста'Нuя ФУ'Н'Ii:­

'Ции. Наибольшая скорость изменения функции И в точке М равна 
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в этом состоит физический смысл градиента. На указанном свой­

стве градиента основано его широкое применение в математике и дру­

гих дисциплинах. 

Приведем важные ceoiJ.cmea градиента функции. 
1. Градиент направлен по нормали к поверхности уровня, прохо­

дящей через данную точку. 

О Действительно, по любому направлению вдоль поверхности уровня 

(И = с) ~~ = о. Но тогда из (70.3) следует, что cos ер = о, т. е. ер =~. • 

2. grad(U + V) = grad И + grad V, 

3. grad(c· И) = с· grad И, с = const, 

4. grad(U . V) = и grad V + V grad И, 

5 d( И) _ V grad И - И grad V 
. gra V - V2 , 

!!..L 6. gradF(U) = 8U gradU. 

о Доказываются эти свойства на основании определения градиента. 
Докажем, например, последнее свойство. Имеем: 

8 - 8 - 8 -
grad 1(U) = 8х (f(U))i + 8у (f(U))j + 8z (f(U))k = 

81 8U ~ 81 8U ., 81 8U - 81 
= 8U . 8х z + 8U . 8у . J + 8U . 8z . k = 8U . grad u. • 

За.ме'Чанuе. Приведенные свойства градиента функции остаются 

справедливыми и для плоского поля. 

Прu.мер 70.2. Найти наибольшую скорость возрастания функции 
И = ;r + у. + ~ в точке А(-l·l· -1). 

У z х ' , 

Q Решение: Имеем: 

(1 z ) ~ (-х 1) ., (-у 1) -gl'ad И = - - - z + ~ + - J + ~ + - k; 
У х2 у2 Z Z2 Х 

gгаdU(-l; 1; -1) = 22 + о] - 2т. = 22- 2k. 

Наибольшая скорость возрастания функции равна 

I gradU(A)1 = J4 + О + 4 = 2V2. 
Отметим, что функция И будет убывать с наибольшей скоростью 

(2..)2), если точка А движется в направлении - gradU(A) -2; + 2т. 
(антиградиентное направление). • 



§ 71. ВЕКТОРНОЕ ПОЛЕ 
71.1. Векторные линии поля 

Рассмотрим векторное поле, задаваемое вектором а = ЩМ). Из­
учение поля удобно начинать с понятия векторных линий; они явля­

ются простейшими геометрическими характеристиками поля. 

~ Be~тopHOU .ltиниеu поля а называется линия, касаТ€льная к ко­

торой в каждой ее точке М имеет направление соответствующего 

ей вектора а(м). 

Это понятие для конкретных полей имеет ясный физический 

смысл. Например, в поле скоростей текущей жидкости векторными ли­

ниями будут линии, по которым движутся частицы жидкости (линии 
тока); для магнитного поля векторными (силовыми) линиями будут 

линии, выходящие из северного полюса и оканчивающиеся в южном. 

Совокупность всех векторных линий поля, проходящих через не­

которую замкнутую кривую, называется ве-к;mор'Ноi1 mруб-к;оi1. 

Изучение векторного поля обычно начинают с изучения располо­

жения его векторных линий. Векторные линии поля 

х 

z 

о 

а = Р(х; у; z)i + Q(x; у; z)J + R(x; у; z)k (71.1) 

а(М) 

у 

Рис. 270 

описываются системой дифференциаль­

ных уравнений вида 

dx dy 
Р(х; у; z) Q(x; у; z) 

dz 
R(x; у; z)' 

(71.2) 

о Действительно, пусть PQ - вектор­

ная линия поля, r = il + у} + zk - ее 
радиус-вектор. Тогда вектор dr = dx . z + 
+ dy . } + dz . k направлен по касательной 
к линии PQ в точке М (см. рис. 270). 

В силу коллинеарности векторов а и dr следует пропорциональ-
ность их проекций, т. е. равенства (71.2). • 

Прu.мер 71.1. Найти векторные линии поля линейных скоростей 
тела, вращающегося с постоянной угловой скоростью [J вокруг оси Oz. 

Q Решение: Это поле определено вектором 17 = -wyz + wxJ (см. при­
мер 69.2). Согласно (71.2), имеем: 

dx 
-wy 

dy 
wx 

dz 
О 

или 
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{
wx dx = -wy dy, 

О· dy = wxdz. 



{ Х
2 + у2 = С1, 

Интегрируя, получим: 
z = С2, 

т. е. векторные линии данного 

поля представляют собой окружности с центрами на оси Oz, лежащие 
в плоскостях, перпендикулярных к этой оси. • 

71.2. ПОТОК ПОЛЯ 

Пусть векторное поле образовано вектором (71.1). Для наглядно­
сти будем считать а(М) вектором скорости некоторого потока жидко­

сти, движущейся стационарно. Представим, что некоторая поверхность 

5 находится в этом потоке и пропускает жидкость. Подсчитаем, какое 
количество жидкости протекает через поверхность 5. 

Выберем определенную сторону поверх-

ности 5. Пусть fi = (СОSD:;СОS,В;СОS,) -

единичный вектор нормали к рассматри­

ваемой стороне поверхности 5. Разобьем 

поверхность на элементарные площадки 

51,52,'" , 5п , Выберем в каждой площадке 

точку M i (i = 1,2, ... , n) (см. рис. 271) и вы­
числим значения вектора скорости а( М) в 

каждой точке: а(М1 ), а(м2 ), ... , а(Мп ). 

Будем приближенно считать каждую 

площадку плоской, а вектор а постоянным 

а(М;) 

s_--__ 

Рис. 271 

по модулю и .одинаково направленным в каждой точке площадки. Тогда 

за единицу времени через 5 i протекает количество жидкости, прибли­

женно равное K i ~ Hi . b.5i , где b.Si - площадь i-й площадки, Hi -

высота i-ro цилиндра с образующей a(Mi ). Но H i является проекцией 

вектора a(Mi ) на нормаль fii: H i = ПРn,а(Мi ) = a(Mi ) . fii, где fii -

единичный вектор нормали к поверхности в точке M i . Следовательно, 

общее количество жидкости, протекающее через всю поверхность 5 за 
единицу времени, найдем, вычислив сумму 

n 

К ~ L a(Mi ) . fii . b.5i . 

i=1 

Точное значение искомого количества жидкости получим, взяв 

предел найденной суммы при неограниченном увеличении числа эле­

ментарных площадок и стремлении к нулю их размеров (диаметров di 

площадок): 

n 

К = nl1I1Jo L a(Mi ) . fii . b.5i = J J а(М) . п· ds. 
(maxd,->O) i=1 5 



Независимо от физического смысла поля а(М) полученный инте­
грал называют потоком векторного поля . 

~ Пото~ом, вe~тopa ii 'Через поверхность S называется инте­
грал по поверхности от скалярного произведения вектора поля на 

единичный вектор нормали к поверхности , т. е. 

К = JJ iinds . (71 .3) 
s 

Рассмотрим различные формы записи потока вектора. Так как 

(см. (6.2)), то 
(71.4) 

s 
где аn - проекция вектора а на направление нормали n, ds - диффе-

ренциал (элемент) площади поверхности. 

Иногда формулу (71.3) записывают в виде 

К= JJads, 
s 

где вектор ds направлен по нормали к поверхности, причем Idsl = ds. 
Так как n = (соsа: ; соs,в ; соs ")'), а= (P;Q ;R), где Р = P(x;y;z), 

Q = Q(x; у; z) , R = R(x; у ; z) - проекции вектора а на соответствующие 

координатные оси, то поток (71 .3) вектора а, можно записать в виде 

К = J J (Р cos а. + Q соs,в + R cos ")') ds. 
s 

Используя взаимосвязь поверхностных интегралов 1 и II рода (см. 
формулу (58.8)), поток вектора можно записать как 

К = J J Р dy dz + Q dx dz + R dx dy. 
s 

(71.5) 

~ Отметим, что поток К вектора а есть скалярная величина. Вели­
чина К равна объему жидкости , которая протекает через поверх­

ность S за единицу времени . В этом состоит физический смысл потока 

(независимо от физического смысла поля). 

Особый интерес представляет случай, когда поверхность замкнута 

и" ограничивает некоторый объем v . Тогда поток вектора записывается 
в виде К = fj аЛ ds (иногда f аn ds или f аn ds, ... ) . 

s s s 
В этом случае за направление вектора n обычно берут напра-

вление внешней нормали и говорят о потоке изнутри поверхности S 
(см. рис. 272). 



Если векторное поле ii = а(М) есть поле скоростей текущей жидко­
сти, то величина потока К через замкнутую поверхность дает разность 

между количеством жидкости, вытекающей из области V (объема V) 
и втекающей в нее за единицу времени (в точках поверхности 5, где 
векторные линии выходят из объема V, внешняя нормаль образует с 
вектором ii острый угол и ii . n > О; в точках, где векторные линии 

входят в объем, а· n < О). 
При этом если К > О, то из области V вытекает больше жидкости, 

чем в нее втекает. Это означает, что внутри области имеются дополни­

тельные 'UсmО'Ч1i'U'Ii:'U. 

Если К < О, то внутри области V имеются cmo'li:'U, поглощающие 

избыток жидкости. 

Можно сказать, что источники - точки, откуда векторные линии 

начинаются, а стоки - точки, где векторные линии кончаются. Так, в 

электростатическом поле источником является положительный заряд, 

стоком - отрицательный заряд магнита (см. рис. 273). 
Если К = О, то из области V вытекает столько же жидкости, 

сколько в нее втекает в единицу времени; внутри области либо нет 

ни источников, ни стоков, либо они таковы, что их действие взаимно 

компенсируется. 

z 

((?~ 
n 

i'i 

~~ 

1 

в у 

Рис. 272 Рис. 273 Рис. 274 

Пример 71.2. Найти поток вектора ii = z . i - х . J + у . k через 
верхнюю сторону треугольника, полученного при пересечении плоско­

сти 3х + 6у - 2z - 6 = О с координатными плоскостями (см. рис. 274). 

Q Решение: Поток найдем методом проектирования на три координат­

ные плоскости. Для этого воспользуемся формулой (71.5). В нашем 
случае Р = z, Q = -х, R = у. Имеем: 

К = J J z dy dz - х dx dz + у dx dy. 
s 



Расчленим этот поверхностный интеграл на три слагаемых, затем 

сведем их вычисление к вычислению двойных интегралов. Нормаль к 

верхней стороне треугольника образует с осью Ох тупой угол, с осью 

Оу - тупой, а с осью Oz - острый угол. (Единичный вектор данной 

плоскости есть fi = ± ( ~ i + ~ J - ~ k); на верхней стороне cos"Y > О, 

поэтому надо выбрать знак «минус»; получим : cos а: = - ~, cos (3 = - ~, 
_ 2 ) cos')' - 7' 
Итак , К = К1 + К2 + Кз . Находим K 1 , К2 , Кз : 

1 О 

К 1 = 11 z dy dz = - 11 z dy dz = - 1 dy 1 3 
zdz = ... = -

2' 
5 ВОС О зу-з 

2 О 

к 2 = - 11 х dx dz = 11 xdxdz = 1 xdx 1 dz = . .. = 2, 

5 АОС о Зх -6 
-2-

6-Зх 
-6-2 

Кз = 11 ydxdy = 11 ydxdy = 1 dx 1 1 
ydy = ... = -. 

3 
5 АОВ О О 

В результате имеем: К = ~ + 2 + ! = з~. 

Прu.мер 71.3. Найти поток радиус-вектора f 
через внешнюю сторону поверхности прямого кону­

са, вершина которого совпадает с точкой 0(0; О; О), 
если известны радиус основания R и высота конуса 
Н (см. рис. 275). 

Q Решение: 

К = ff Tnds = 11 Tnds + 11 Tnds = K 1 + К2 · 
5 бок . пОВ. ОСн. 

Очевидно, что К1 = О, Т. к. прn:f = О; 

К2 = 11 1'"ds = Н · 11 ds = Н .nR2
, 

ОСН. ОСН. 

Т. к. прn:f = Н. Итак, К = nHR2
. 

71.3. Дивергенция поля. Формула 
ОстрограАского-Гаусса 

• 

z 

Рис. 275 

• 

у 

Важной характеристикой векторного поля (71.1) ЯDляется так на­
зываемая дивергенция , характеризующая распределение и интенсив­

ность источников и стоков поля . 
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~ Дuверген:цuе1J. (или расходимостью) ве'ICmорного поля 

а(М) = Р(х; у; z )i + Q(x; у; z)J + R(x; у; z)k 

в точке М называется скаляр вида дР + aQ + aR и обозначается 
дх ду az 

символомdiv а(М), т. е . 

. _ дР aQ aR 
dJva(M) = дх + ду + az' (71 .6) 

Отметим некоторые ceoi1cтea дивергенции . 

1. Если а - постоянный вектор, то div а = О . 

2. div( с . а) = с· div а, где с = const. 
3. div(a+b) = diva+di"b , т. е . дивергенция суммы двух векторных 

функций равна сумме дивергенции слагаемых. 

4. Если И - скалярная функция, а - вектор, то 

div(U . а) = И . div а + а grad U. 

Эти свойства легко проверить, используя формулу (71.6). Дока­
жем, например, справедливость свойства 4. 

а Так как u· а = u· р. i + u· Q. J + u · R · k, то 

div(U· а) = ~(U' Р) + ~(U' Q) + ~(U' R) = 
дх ду az 

=uдР +рдU +U aQ +QaU +UaR+RaU = 
дх дх ду ду az az 

=u(дР +aQ +aR) +рдU +QaU +RaU = 
дх ду az дх ду az 

= И . div а + а · grad И. • 

Используя понятия потока и дивергенции векторного поля, запи­

шем известную в анализе (см. (58.9)) формулу Остроградского-Гаусса 

!fPdydz+Qdxdz+Rdxdy= fff(~= + ~~ + ~~)dV (71 .7) 
s v 

в так называемой векторной форме. 

Рассматривая область V , ограниченную замкнутой поверхностью 
5 , в векторном поле (71.1) , можно утверждать, что левая часть форму­
лы (71 .7) есть поток вектора а через поверхность 5 ; подынтегральная 
функция праDоJ;! части формулы есть дивергенция вектора а. Следова­

тельно, формулу (71.7) можно записать в виде 

ff а" ds = f f f di v а . dv (71.8) 
5 V 

(В котором она чаще всего и встречается). 
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liI Формула Остроградского-Гаусса означает, что потт;; ве'/Сторно­

го no.ll.R 'Через зам'/Снутую nоверхностъ S (в наnравле'Нии в'Неш'Неi1 

'Нор,мали, т. е. изнутри) раве'Н mpoi1noMY и'Нтегралу от диверге'Нции это­

го no.ll.R по об'М,му V, огра'Ни'Че'Н'Но,му aaHHoi1 nоверх'Ностъю. 
Используя формулу (71.8), можно дать другое определение дивер­

генции векторного поля а(М) в точке Л1 (не связанное с выбором ко­
ординатных осей). 

По теореме о среднем для тройного интеграла (см. п. 54.1) имеем: 

J J J di~ а(М) dv = V . div а(Мо ), 
v 

где Мо - некоторая (средняя) точка области V. Тогда формулу (71.8) 

можно переписать в виде ff andS = V· diva(Mo). Отсюда 
5 

. 1 # diva(Mo) = \1 аn ds. 
5 

Пусть поверхность S стягивается в точку. Тогда V -+ О, МО -+ М, 
и мы получаем выражение для diva(M) в точке М: 

diva(M) = Iim v1 # аn ds. (71.9) 
v-+o 

5 

~ Дuверге'Н:цuеu ве-к:тор'Ного nоJI..Я. в точке j'vf называется предел 

отношения потока поля через (замкнутую) поверхность S, окружа­
юшую точку М, к объему тела, ограниченного этой поверхностью, при 

условии, что вся поверхность стягивается в точку М (V -+ О). 
Определение (71.9) дивергенции эквивалентно (можно показать) 

определению (71.6). 
Как видно из определения, дивергенция векторного поля в точке 

является скалярной величиной. Она образует скалярное поле в данном 

векторном поле. 

Исходя из физического смысла потока (обычно условно счита­

ют, что а(М) есть поле скоростей фиктивного стационарного потока 
несжимаемой жидкости), можно сказать, что: при diva(M) > О точ­
ка М представляет собой источник, откуда жидкость вытекает; при 

diva(M) < О точка Л1 есть сток, поглощающий жидкость. Как следует 
из равенства (71.9), величина div а(М) характеризует мощность (интен­
сивность, плотность) источника или стока в точке М. В этом состоит 
физический смысл дивергенции. 

Понятно, что если в объеме V, ограниченном замкнутой поверхно­
стью S, нет ни источников, ни стоков, то div а = О. 

Векторное поле, в каждой точке которого дивергенция поля равна 

нулю, т. е. diva(M) == О, называется соле'Ноидалъ'Н:ы,м (или трубчатым). 



ПР'/J..М,ер 71.4. Найти дивергенцию поля линейных скоростей V 
ЖИДКОСТj1, вращающейся как твердое тело вокруг неподвижной оси с 

постоянной угловой скоростью W. 

Q Решение: Примем ось вращения жидкости за ось Oz. Тогда, как по­
казано ранее (см . при мер 69.2), V = -wyz + wx] + О . k. Имеем: 

- а а а 
div V(M) = ах (-wy) + ау (wx) + az (О) = о . 

Поле V - соленоидальное. 

71.4. Циркуляция поля 

Пусть векторное поле образовано 

вектором (71.1). Возьмем в этом поле не­
которую замкнутую кривую L и выберем 
на ней определенное направление. 

Пусть f = xl + у] + zk - радиус­
вектор точки М на контуре L. Известно , 

что вектор dr = dx·l + dy . ] + dz . k напра­
влен по касательной к кривой в напра­

влении ее обхода (см. рис. 276) и Idrl = 
= dl, где dl - дифференциал дуги кри­

вой (dl = J(dx)2 + (dy)2 + (dZ)2). 

z 

Рис. 276 

• 

у 

~ Криволинейный интеграл по заМКНУ:9МУ контуру L от скалярного 
произведения вектора а на вектор dr, касательный к контуру L, 

называется цuрку.л.яцuеii. вектора а вдоль L, т. е. 

(71.10) 

Рассмотрим различные формы записи циркуляции. Так как 

а · dr = Idrl· ПРdrа = ат . dl = Р dx + Q dy + Rdz, 

где ат - проекция вектора а на касательную т, проведенную в напра­

влении обхода кривой L , то равенство (71 .10) можно записать в виде 

или 

с = f ат • dl , 
L 

17 Конспеп nеКЦllЙ ПО высшей математllке. Полны" курс 

(71.11) 

(71.12) 



~ Циркуляция С, записанная в виде (71.12) имеет простой физиче­
ский смысл; если кривая L расположена в силовом поле, то цирку­

ляция - это работа силы а(М) поля при перемещении материальной 

точки вдоль L (п.56.5). 
Отметим, что вдоль замкнутых векторных линий циркуляция от­

лична от нуля, потому что в каждой точке векторной линии скалярное 

произведение iidr сохраняет знак; положительный, если направление 
вектора ii совпадает с направлением обхода векторной линии; отрица­
тельный - в противном случае. 

Прu.мер 71.5. Найти циркуляцию вектора поля линейных ско­

ростей вращающегося тела (см. при мер 69.2) V = -wуI + wx] вдоль 
замкнутой кривой L, лежащей в плоскости 0:, перпендикулярной оси 

вращения. 

Q Решение; Будем считать, что направление нормали к плоскости о: 
совпадает с направлением оси Oz. Согласно формуле (71.12), имеем; 

С = f -wy dx + wx dy = w f -у dx + х dy = 

L L = 2с.; (~ f -у dx + х dY) = 2с.; . S, 
L 

где S - площадь поверхности, ограниченной кривой L (см. 56.17). 
Заметим, что если нормаль к поверхности S образует угол, с осью 

Oz, то циркуляция будет равна С = 2w· S· cos,; с изменением угла, 
величина С изменяется. • 

Прu.мер 71.6. Вычислить циркуляцию век­
торного поля 

ii = (х - 2z)I + (х + Зу + z)] + (5х + y)k 

вдоль периметра треугольника с вершинами 

А(1; О; О), В(О; 1; О), С(О; О; 1) (см. рис. 277). 

Q Решение; Согласно формуле (71.12), имеем; 

z 

1 С 

Рис. 277 

С = f (х - 2z) dx + (х + Зу + z) dy + (5х + у) dz = J + J + J 
L АВ ВС СА 

На отрезке АВ; х + у = 1, z = О, следовательно, 
о З J = J (х - О) dx + (х + З - Зх + О) . (-dx) + 0= 2· 

АВ ] 
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На отрезке ВС: у + z = 1, х = О, следовательно, 
. о 

J = J (О - 2 + 2у) . О + (О + 3у + 1 - У) dy + (О + у) . (-dy) = - ~. 
ВС 1 

На отрезке СА: х + z = 1, У = О, следовательно, 

1 J = J (х - 2 + 2х) dx + О - 1(5х + О) . (-dx) = -3. 
СА о 

Следовательно, 

С= f 
АВСА 

J + J + J = ~ + ( - ~) + (-3) = -3. 
АВ ВС СА 

71.5. Ротор поля. Формула Стокеа 

~ Ротором (или вихрем) ве1Сторного nОJI,Я 

а = Р(х; У; z)l + Q(x; У; z)J + R(x; У; z)k 

• 

называется вектор, обозначаемый rot а(М) и определяемый формулой 

_ (aR aQ ) ~ (дР aR) ~ (aQ дР)-rot а(М) = - - - l + - - - J + - - - k. 
ду az az дх дх ду 

(71.13) 

Формулу (71.13) можно записать с помощью символического опре­
делителя в виде, удобном для запоминания: 

rota(M) = 
i 
д 
дх 

Р 

j 
д 
ду 

Q 

Отметим некоторые сво1J.сmва ротора. 

k 
д 
az 
R 

1. Если а - постоянный вектор, то rot а = О. 
2. rot( с . а) = с . rot а, где с = const. 
3. rot(a + Б) = rot а + rot Б, т. е. ротор суммы двух векторов равен 

сумме роторов слагаемых. 

4. Если И - скалярная функция, а а(М) - векторная, то 

rot(U . а) = и rot а + grad ИХ а. 

Эти свойства легко проверить, используя формулу (71.13). Пока­
жем, например, справедливость свойства 3: 



Используя понятия ротора и циркуляции, векторного поля, за­

пишем известную в математическом анализе (см. п. 58.4) формулу 
Стокса: 

f Pdx+Qdy+Rdz = 11(~R - ~~)dYdZ+ 
L 5 У 

+ (дР _ OR)' dxdz + (O
Q 

_ OP)dXdY. 
OZ дх дх ду 

(71.14) 

Левая часть формулы (71.14) представляет собой циркуляцию вектора 

а по контуру L, т. е. f Pdx+Qdy+Rdz = f aTdl (см. (71.11)). Интеграл 
L L 

В правой части формулы (71.14) представляет собой поток вектора rot а 
через поверхность S, ограниченную контуром L (см. (71.3)), т. е. 

J!( OR OQ) (дР OR) (OQ дР) - - - dy dz + - - - dx dz + - - - dx dy = 
ду OZ OZ дх дх ду 

5 . 

z 

~ 
L 

О 
у 

х 
Рис. 278 

= 11 rotn а ds. 
5 

Следовательно, формулу Стокеа можно запи-

сать в виде 

f aTdl = 11 rotnads. (71.15) 
L 5 

Такое представление формулы Стокеа на­

зывают ее век;тор'ltо11 фор.мо11. В этой формуле 
положительное направление на контуре L и вы­

бор стороны у поверхности S согласованы между собой так же, как в 
теореме Стокса. 

~ Формула (71.15) показывает, что 'Цuрк;ул..я'Цu.я век;тора а вдолъ за­
.мК;'ltутого К;О'ltтура L рав'ltа nоток;у ротора этого век;тора а 'Через 

nоверX1tостъ S, лежащую в поле век;тора а и огра'ltu'Че'lt'ltуЮ к;о'ltтуро.м 
L (натянутую на контур) (см. рис. 278). 
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Используя формулу (71.14), МОЖНО дать другое определение рото­
ра поля, эквивалентное первому и не зависящее от выбора координат­

ной системы. 

Для этого применим формулу Стокса (71.15) для достаточно малой 
плоской площадки S с контуром L, содержащей точку М. 

По теореме о среднем для поверхностного интеграла (п. 57.1, свой­
ство 7) имеем: !! rotn ads = rotn а(Мо ) . S, 

5 

где МО - некоторая (средняя) точка площадки S (см. рис. 279). 
Тогда формулу (71 .15) можно записать в виде 

f ardl = rotn а(Р) . S. 
L rotn а 

!!?~ а(М) 

Отсюда: 

rotn а(Р) = ~ f ат dl. 
L 

Пусть контур L стягивается в точку М. Тогда 
МО -+ М, а S -+ О. Перейдя к пределу, получаем: 

rotn а(М) = lim -S1 f ат dl. 
5-->0 

L 

L 

Рис. 279 

~ Ротором ве?Стора а в то'Ч.?Се АI называется вектор, проекция 

которого на каждое направление равна пределу отношения цирку­

ляции вектора а по контуру L плоской площадки S, перпендикулярной 
этому направлению, к площади этой площадки. 

Как видно из определения, ротор вектора а(М) есть векторная 

величина, образующая собственное векторное поле. 

Дадим физическое истолкование понятия ротора векторного поля. 

Найдем ротор поля линейных скоростей твердого тела, вращающегося 

вокруг оси Oz с постоянной угловой скоростью (пример 69 .2) w, т. е. 

ротор вектора 17 = -W' У' i + W· Х· з. 
По определению ротора 

Z J k 
rot а(М) = /х /у /z 

-yw XUJ о 

(
0- a(wX))i_ (0- a(-уw))J+ (a(xw) _ a(-УW))Ji= 

az az дх ду 

= О - О + 2w . k = 2w. 

Ротор этого поля направлен параллельно оси вращения, его мо­
дуль равен удвоенной угловой скорости вращения . 



С точностью до числового множителя ротор поля скоростей V 
представляет собой угловую скорость вращения твердого тела. С этим 

связано само название «ротор» (лат. «вращатель»). 

За.ме-чанuе. Из определения (71.13) ротора вытекает, что напра­
вление ротора - это направление, вокруг которого циркуляция имеет 

наибольшее значение (плотность) по сравнению с циркуляцией вокруг 

любого направления, не совпадающего с нормалью к площадке S. 
Так что связь между ротором и циркуляцией аналогична связи 

между градиентом и производной по направлению (см. п. 70.3). 

§ 72. OrlEPATOP ГАМИЛЬТОНА 
72.1. Векторные дифференциальные операции первого 

порядка 

Основными дифференциальными операциями (действиями) над 
скалярным полем И и векторным полем а являются grad И, div а, rot а. 
Действия взятия градиента, дивергенции и ротора называются ве'ICтор­

ными оnершцv.я.ми первого nор.яд-к:а (в них участвуют только первые 
производные) . 

Эти операции удобно записывать с помощью так называемого опе­

ратора Гамильтона 

Этот символический вектор называют также оператором 'V (чита­
ется «набла»); он приобретает определенный смысл лишь в комбинации 

со скалярными или векторными функциями. Символическое «умноже­

ние» вектора 'V на скаляр И или вектор а производится по обычным 

правилам векторной алгебры, а «умножение» символов gx, gy' gz на 
величины И, Р, Q, R понимают как взятие соответствующей частной 
производной от этих величин. 

Применяя оператор Гамильтона, получим дифференциальные опе­

рации первого порядка: 

1. 'VU = (JLl + JLJ + JLk). и = aUl + дU] + aU k = gradU. 
дх ду az дх ду az 

2. 'Va = (JLl+JLJ+JLk) ·(P·l+Q.J+R-k) = дР +qQ+aR = div'a. 
fu ~ & fu ~ & 

l j k 
3 " д д д . v Х а = дх ду az = rot а. 

Р Q R 
Оператор Гамильтона применяется для записи и других операций 

и для вывода различных формул в теории поля. При действиях с ним 
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надо пользоваться правилам и векторной алгебры и правилами диффе­

ренцирования. 

В частности, производная по направлению (70.2) может быть за-
писана в виде 

дU 
8>.. = \1U . ё = (ё· \1) . И, 

где ё = (COS а; cos.8; cos ,). 

72.2. Векторные дифференциальные операции второго 
порядка 

После применения оператора Гамильтона к скалярному или век­

торному полю получается новое поле , к которому можно снова приме­

нить этот оператор . В результате получаются дuффере'Н'Цuал'Ь'Н'Ые оnе­

ра'Ции второго nорядr.;а . Нетрудно убедиться , что имеется лишь пять 

дифференциальных операций второго порядка: div grad И, rot grad И, 
grad div а, div rot а, rot rot 0;. 

(Понятно, что операция div div 0; , например, не имеет смысла: 

div о; - скаляр, говорить о дивергенции скаляра, т. е . о div div 0;, бес­

смысленно.) 

Запишем явные выражения для дифференциальных операций вто­

рого порядка, используя оператор Гамильтона. Заметим при этом, что 

оператор действует только на множитель , расположенный непосред­

ственно за оператором . 

~ 1. divgradU = \1(\1U) = (\1. \1)U = (::2 + :;2 +~) . и = 

- д2 т.; + д2u + 8
2 u. Правая часть этого равенства называется 

8х2 8у2 8z2 

оператором Лапласа скалярной функции И и обозначается t::.U. Таким 
образом, 

82u 82u 82u 
divgrad И = t::.U = --2 + --2 + --2' 

8х 8у 8z 
(72.1) 

Дифференциальное уравнение Лапласа t::.U = о играет важную роль 
в различных разделах математической физики. Решениями уравнения 

Лапласа являются так называемые гармо'Нu'Чесr.;uе фу'Нr.;v,uu. 

3аме'Ча'Нuе. К равенству (72.1) можно прийти, введя в рассмотрение 
скалярный оператор дельта: 

82 82 82 
t::.=\1.\1=-+-~+-

8х2 8у- 8z 2 

(который тоже называют оператором Лапласа). 

~ 2. rot grad И = \1 х (\1U) = (\1 х \1)U = О, так как векторное произ­
ведение двух одинаковых векторов равно нулю (нуль-вектор). Это 

означает, что поле градиента есть поле безвихревое. 
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4. div rot а = \7 . (\7 х а) = о, так как смешанное произведение трех 
векторов, из которых два одинаковые, равно нулю. Это означает, что 

поле вихря - соленоидальное. 

5. rot rot а = \7 х (\7 х а) = \7(\7 . а) - (\7 . \7)а = grad div а - 6.а, так 

как двойное векторное произведение обладает свойством 

ах (Ь х с) = Ь· а· с - с· а· Ь. 

Здесь 6.а = 6.Р i + 6.Q J + 6.R k - векторная величина, полученная в 
результате применения оператора Лапласа к вектору а. 

§ 73. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ОСНОВНЫХ 
КЛАССОВ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ 

73.1. Соленоидальное поле 

Напомним, что векторное поле а называется соле'Ноuдал'Ь'Н:ы.м, если 

во всех точках его дивергенция поля равна нулю, т. е. div а = о. 
Примерами соленоидальных полей являются: поле линейных ско­

ростей вращающегося твердого тела (см. пример 71.4); магнитное поле, 
создаваемое прямолинейным проводником, вдоль которого течет элек­

трический ток, и другие. 

Приведем некоторые своuсmва соленоидального поля. 

1. В соленоидальном поле а поток вектора через любую замкну­
тую поверхность равен нулю. Это свойство непосредственно вытекает 

из формулы (71.8). Таким образом, соленоидальное поле не имеет ис­
точников и стоков. 

2. Соленоидальное поле является полем ротора некоторого вектор­
ного поля, т. е. если div а = о, то существует такое поле Ь, что а = rot Ь. 
Вектор Ь называется ве-х:mор'Н'Ь/ . .м nоmе'Н:цuало.м поля а. 

Любое из свойств 1-2 можно было бы взять в качестве определения 
соленоидального поля. 

Доказывать свойство 2 не будем. Отметим лишь, что обратное 
утверждение - поле ротора векторного поля есть соленоидальное -
нами доказано (выше мы показали, что div rot а = о). 



3. В соленоидальном поле а поток вектора через поперечное се­
чение векторной трубки сохраняет постоянное значение (называемое 
инmенси6носmыо трубки). 

о Рассмотрим векторную трубку между двумя ее произвольными се­

чениями В1 и В2; боковую поверхность трубки обозначим через S 
(см. рис. 280). Поток вектора через замкнутую поверхность, состоящую 
из В1, В2 И В, равен нулю. Следовательно, 

где n - внешняя нормаль. 

s 

Рис. 280 

Так как на боковой поверхности векторной трубки нормаль n пер­
пендикулярна к векторам поля, то J J аn ds = О и, следовательно, 

5 

J J аn ds = - J J аn ds. 
51 52 

Переменив направление нормали на площадке В1, т. е. взяв вну­

треннюю нормаль nl, получим: 

• 
В поле скоростей текущей жидкости полученный результат означа­

ет, что количество жидкости, втекающей в трубку за единицу времени, 

равно количеству жидкости, вытекающей из нее. 

73.2. Потенциальное поле 

Векторное поле а называется nоmен'Цuалън'Ым (или беЗ6uхре6'ЫМ, 
или градUенmН'ЬtМ) , если во всех точках поля ротор равен нулю, т. е. 



rot ii = О. Примером потенциального поля является электрическое поле 
напряженности точечного заряда (и другие). 

Приведем основные свойства потенциального поля. 

Своi1.сmво 1. Циркуляция потенциального поля ii по любому за­
мкнутому контуру в этом поле равна нулю. 

О Это непосредственно вытекает из формулы (71.14). Следовательно, 

С = f a".dl = О . • 
L 

В частности, для силового потенциального поля это означает, что 

работа силы по любому замкнутому контуру равна нулю; в поле ско­

ростей текущей жидкости равенство С = О означает, что в потоке нет 
замкнутых струек, т. е. нет водоворотов . 

Своi1.сmво 2. В потенци~ьном поле ii криволинейный интеграл 

f Р dx + Q dy + R dz вдоль- любой кривой L с началом в точке 1\11 

L 
И концом В точке М2 зависит только от пола-
жения то.чек M1 и М2 И не зависит ат фармы 
кривой. 

Q Это свайство вытекает из свойства 1. Дей-
ствительна, взяв в пале две тачки M1 и М2 , Рис. 281 

саединим их двумя кривыми M 1pM2 И M 1qM2 так, чтабы кантур 

M 1pM2qM1 лежал внутри паля (см. рис. 281). Тогда, в силу свайства 1, 
имеем 

f Р dx + Q dy + R dz = О. 
Mlp M 2QMI 

Учитывая свайства кривалинейнага интеграла, палучаем: 

f Р dx + Q dy + R dz = 
М,рМ2чМ• 

f Р dx + Q dy + R dz + f Р dx + Q dy + R dz = 
М'РМ2 М2ЧМ, 

f f = О, 
М'РМ2 М'ЧМ2 

Т. е. 

f Р dx + Q dy + R dz = f Pdx + Qdy + Rdz. • 
M l pM2 М.ЧМ2 

Своi1.сmво 3. Потенциальнае пале является палем градиента неко­
тарай скалярной функции U(x;y;z), т. е. если ratii = О, то существует 
функция И(х; у; z) такая, что. ii = grad И. 



О Из равенства rot а = о вытекает что дР = lj.Q lj.Q = aR aR = 
, ду дх' az ду' дх 

= ~~, т. е. выражение Pdx + Qdy + Rdz является полным дифферен­
циалом некоторой функции И = U(х; у; z) (следствие 56.1). Эту функ­
цию называют потенциалом векторного поля а = Р{ + Q] + Rk; dU = 
= Pdx + Qdy + Rdz. 

Отсюда: р = дU Q = дU R = дU . Следовательно 
&' ~' fu ' 

- - - дU - дU - дU -
а = р. i + Qj + Rk = - . i + - . j + - . k = gradU, 

дх ду az 

т. е. вектор поля а является градиентом скалярного поля. • 
За.ме'Ч,а-н,uе. Из равенства rot grad И = О следует обратное утвер­

ждение ~ поле градиента скалярной функции И = U(х; у; z) является 
потенциальным. 

Из равенства а = grad [J следует, что потенциальное поле опреде­
ляется заданием oanoi1 скалярной функции И = U(х; у; z) - его потен­
циала. Потенциал векторного поля может быть найден по формуле 

(x;y;z) 

U(x;y;z) = J Pdx+Qdy+Rdz= 
(XO;YO;zo) 

х у z 

J Р(х; уо; zo) dX + J Q(x;~; zo) ~ + J R(x; У; () d( + с, (73.1) 
хо Уо 'О 

где (хо; уо; zo) координаты фиксированной точки, (х; у; z) - ко­

ординаты произвольной точки. Потенциал определяется с точно­

·стью до произвольного постоянного слагаемого (из-за того, что 

grad(U + а) = grad И). 
Произвольное же векторное поле требует задания трех скалярных 

функций (Р(Х; у; z), Q(x; у; z), R(x; у; z) - проекции вектора поля на 

оси координат). 
За.ме-ча-н,uе. Определение потенциального поля может быть дано 

иначе - векторное поле а называется потенциальным, если оно явля­

ется градиентом некоторого скалярного поля, т. е. а = gradU. (Ино­
гда пишут а = - grad И; знак «минус» пишут для удобства, обычно 

векторные линии направлены в сторону убывания И: поток жидкости 

направлен туда,. где давление меньше; теплота перемещается от более 

нагретого места к менее нагретому и т. д.) 

Пример 73.1. Установить потенциальность поля 

а(М) = (y z - 2x)1 + (xz - 2у)] + xyk 

и найти его потенциал. 



Q Решение: Имеем: 

rota = 
~ 

д 
дх 

yz - 2х 

j 
д 
ду 

xz - 2у 

k 
д 
дz 

ху 

= (х - x)l - (у - у)] + (z - z)k = о. 

Следовательно, поле вектора а потенциальное. 

Найдем потенциал И по формуле (73.1), выбирая в качестве фик­
сированной точки начало координат, т. е. хо = уо = Zo = о. Так как 
Р(х; уо; zo) = -2х, Q(x; у; zo) = -2у, R(x; у; z) = ху, то 

х у z 

U(х; у; z) = J (-2х) dX+ J (-2~) d1, + J ху d( +с = _х2 _y2+ xyz + C •• 

О О О 

73.3. Гармоническое поле 

Векторное поле а называется гарм,О1tu-ч.еС7I:Uм, (или .лаnлаСО6'Ым,), 

если оно одновременно является потенциальным и соленоидальным, 

т. е. если rota = О и diva = о. 
Примером гармонического поля является поле линейных скоро­

стей стационарного безвихревого потока JКидкости при отсутствии В 

нем источников и стоков. 

Так как поле а потенциально, то его MOJКHO записать в виде 

а = grad И, где И = U(х; у; z) - потенциал поля. 

Но так как поле одновременно и соленоидальное, то 

div а = div grad И = о, 

или, что то JКe самое, 

т. е. потенциальная функция И гармонического поля а является реше­

нием дифференциального уравнения Лапласа. Такая функция назы­

вается, как YJКe упоминали, гармонической. 



Глава XVII. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ФУНКЦИИ 
КОМ ПЛ ЕКСНОГО П ЕРЕМ ЕН НОГО 

I Лекции БЗ-Б8 I 
§ 74. Функции КОМПЛЕКСНОГО rlEPEMEHHOrO 
74.1. Основные понятия 

Пусть даны два множества D и Е, элементами которых являются 
комплексные числа (см. гл. VI). Числа z = х + iy множества D будем 
изображать точками комплексной плоскости z, а числа w = u + iv 
множества Е - точками комплексной плоскости w. 
~ &ли каждому числу (точке) z Е D по некоторому правилу по-

ставлено в соответствие определенное число (точка) w Е Е, то 

говорят, что на множестве определена одноз'Нд'Ч:н.ая фУН7С'ЦtLЯ 7Со.мn­

Jl.е7Ссного nере.менного w = j(z), отображающая множество D в мно­
жество Е (см. рис. 282). 

Если каждому z Е D соответствует 
несколько значений w, то функция w = 
= j(z) называется .м'НогОЗ1и'ч:ноi1. 

Множество D называется областью 
оnределе'Н'U.Я функции w = j(z); множе­
ство Е1 всех значений w, которые j(z) 
принимает на Е, называется областью 

з'Ншч,е'Нui1 этой функции (если же каждая 

УI A~! V~W 

~ О и 
Рис. 282 

точка множества Е является значением функции, то Е - область зна­

чений функции; в этом случае функция j отображает D на Е). 
Далее, как правило, будем рассматривать такие' функции w = J(z), 

для которых множества D и Е] являются областями. Областью ком­
плексной плоскости называется множество точек плоскости, обладаJo­

щих свойствами открытости и связности (см. п. 43.1). 
Функцию w = J(z) можно записать в виде 

u+iv=j(x+iy), 

т. е. 

j(x + iy) = u(х; у) + iv(x; у), 
где 

и = u(х; у) = Rej(z), v = v(x; у) = Imj(z), (х; у) Е D. 
Функцию u(х; у) при этом называют деi1ствuтель'Ноi1 'Частью фУ'Н7(;'ЦUU 
j(z), а v(x; у) - MHUMOi1. 

Таким образом, задание функции комплексного переменного рав­
носильно заданию двух функций двух действительных переменных. 



Прu.мер 74.1. Найти действительную и мнимую части функции 
w = Z2. 

о Решение: Функцию w = z2 можно записать в виде u + iv = (х + iy)2, 
т. е. 

u + iv = х2 
- у2 + i2xy. 

Отсюда следует: u = х2 - у2, V = 2ху. 

74.2. Предел и непрерывность функции комплексного 
переменного 

• 

Пусть однозначная функция w = 1(z) определена внекоторой 
окрестности точки zo, исключая, может быть, саму точку zo. Под 6-
o-х;ресm'Н.осmъю mо'Ч-х;u Zo комплексной плоскости понимают внутрен­
ность круга радиуса 6 с центром в точке zo. 
~ Число Wo называется nредело,м фУН'К:'Ц'U'U W = l(z) в mо'Ч'К:е Zo 

(или при z -+ zo), если для любого положительного е найдется 
такое положительное число 6, что для всех z f Zo, удовлетворяющих 
неравенству Iz - zol < 6, выполняется неравенство 11(z) - wol < е. 

Записывают: lim l(z) = wo. Это определение коротко можно за­
z---tZQ 

писать так: 

(Ve > О 36 > О V z : О < 1 z - Zo 1 < 6 ===> 11 (z) - Wo 1 < е) <===> lim 1 (z) = wo· 
Z~ZO 

Из определения следует, что если предел Wo существует, то суще­
ствуют и пределы 

lim и(х; у) = ио и 
х-+хо 

У-+УО 

lim v(x; у) = Vo. 
х---+хо 

У-+УО 

Верно и обратное утверждение. 

Теоремы об арифметических свойствах пределов для функции од­

ного (или нескольких) действительного переменного остаются справед­
ливыми и для функции комплексного переменного. Так, если функции 

!I(z) и 12(Z) имеioт пределы в точке Zo Е D, то 

lim (cl11(Z) ± c212(z)) = сl lim !I(z) ± С2 lim 12(z), 
Z---+Zo Z-+Zo z---+zq 

где Сl, С2 - постоянные; 

lim !I(z)· 12(z) = lim !I(z)· lim 12(z) 
z-+zo z-tZQ Z-+ZO 

и 

() lim Л(z) 
lim ~ = _z_-+_z.:....o __ 

Z-+Zo 12(z) lim 12(z) , 
z-+zo 

если lim 12(z) f о. 
х---+хо 
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'~ Пусть функция w = j(z) определена в точке z = Zo и внекоторой 
ее окрестности. Функция w = j(z) называется н,еnрерЪL8цоtl 8 

mО'Ч7Се zo, если lim j(z) = j(zo). 
z----tZQ 

Определение непрерывности можно сформулировать и так: функ-

ция j(x) непрерывна в точке Zo, если бесконечно малому приращению 
аргумента соответствует бесконечно малое приращение функции: 

lim !:ij(z) = О. 
~z-+o 

Функция f(z) непрерывна в рбласти D, если она непрерывна в ка­
ждой точке этой области. 

Модуль непрерывной функции комплексного переменного облада­

ет теми же свойствами, что и непрерывная функция действительного 

переменного (см. теорема 43.1). 

74.3. Основные элементарные функции комплексного 
переменного 

Определим основные элементарные функции комплексного пере­

менноro z = х + iy. 

Показательная функция 

~ Показательная функция w = eZ определяется формулой 

w = eZ = еХ (cos У + i sin у). (74.1) 

Положив в этом равенстве У = О, устанавливаем, что для действитель­

ных значений z = х показательная функция eZ совпадает с показатель­

ной функцией действительного переменного: eZ == еХ • 

Показательная функция w = eZ обладает «известным» свойством: 

eZI . eZ2 = eZI 
+Z2. Действительно, по правилу умножения комплексных 

чисел «<модули перемножаются, а аргументы складываются», п. 28.3), 
имеем: 

eZ1 
• eZ2 = еХ \ • еХ2 (COS(Yl + У2) + i sin(Yl + У2)) = 

= еХ1 +Х2 • (COS(Yl + У2) + i sin(Yl + У2)) = еХ \ +X2+
i
(YI +У2) = eZ

\ +Z2. 

Аналогично можно убедиться в справедливости свойств: eZI :e Z2 =eZ1 - Z2 , 
(eZ)n=enz (n Е N). 

Учитывая, что lezl = еХ , а еХ i= О, утверждаем, что показательная 
функция eZ нигде в нуль не обращается, т. е. eZ i= О. 

Исходя из определения (74.1), легко убедиться, что 

lim eZ = О, lim eZ = 00, 
fuz-+-oo fuz-++oo 
(х-+-оо) (х-++оо) 

выражение eZ при z --? 00 не имеет смысла. 



Положив в равенстве (74.1) х = о, у = <р, получим классиче­

скую формулу Эйлера еiЧ' = cos <р + i sin <р. С ее помощью, в частности, 
можно представить тригонометрическую форму комплексного числа 

z = т· (cos ip + i sin ip) в более компактной форме z = т · еiЧ' (= Izl · eiarg Z), 
называемой nоказаmеЛЪ1iо11 фор.м.о11 комплексного числа (см. п. 27.3) 
~ Показательная функция комплексного переменного обладает и 

специфическим свойством: она является nериоди'ЧеС'ICоt1 с мни­

мым основным периодом 2Jri. 

Q Действительно, 
ez +27fi = eZ 

• е27Г; = е Х • (cos 27Г + i sin 27Г) = eZ
, 

т. е. еz+27Гi = eZ
• Отметим, что е Х не всегда больше нуля. Например, 

е7Г; = -1 < о. • 
Логарифмическая функция 

~ Эта функция определяется как функция, обратная показательной: 

число w называется логарифмом 'Числа z =1= о, если еШ = z, обо­
значается w = Ln z. Так как значения показательной функции еШ = z 
всегда отличны от нуля, то логарифмическая функция w = Ln z опре­
делена на всей плоскости z, кроме точки z = О (стало быть, имеет 
смысл и выражение Ln( -2)). 

Положив z = r . еiЧ', w = и + iv, получим, согласно определению 
логарифмической функции, eu+iv = r . еiЧ', или е" . e iv =;: r . еiЧ'. Отсюда 
имеем : 

еи=т, v=<p+2kJr, T.e.u=lnr, v=<p+2kJr(k=0,±1,±2, ... ). 

Следовательно, 

w = Ln z = u + iv = ln r + i(ip + 2kJr) = ln Izl + i(argz + 2kJr) , (74.2) 

т.е. Lnz = lnlzl + i(argz + 2kJr) или, Lnz = lnlzl + iArgz, где 
Arg z ::: arg z + 2kJr,. . 

Формула (74.2) показывает, что логарифмическая функция ком­
плексного переменного имеет бесчисленное множество значений, т. е. 

w ::: Ln z - многозначная функция. 

Однозначную ветвь ЭТОй функции можно выделить, подставив в 

формулу (74 .2) определенное значение k. Положив k = о, получим од­
нозначную функцию, которую называют гла61iЪ'-М. З1iа'Че1iuе.м. логариф­

ма Ln z и обозначают символом ln z: 

lnz = ln Izl + i argz, где - 7г < argz ~ 7Г. (74.3) 

Если z - действительное положительное число, то a.rg z ::: О И ln z ::: 
::: ln Izl, т. е. главное значение логарифма действительного положи­
тельного числа совпадает с обычным натуральным логарифмом этого 

числа. 
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Формулу (74.2) можно переписать так: Ln Z = ln Z + 2kJri. 
Из формулы (74.2) следует, что логарифмическая функция 

w = Ln Z обладает известными свойствами логарифма действительного 

переменного: 

Ln(z! . Z2) = Lnz! + Lnz2, 

LnC:) = Lnzl - Lnz2, 

Ln zn = n· Ln z, 

1 
Ln O/Z = - . Ln z. 

n 

о Докажем, например, первое свойство: 

Ln(zl . Z2) = ln IZl . z21 + iArg(zl . Z2) = ln(lzll·lz21) + i(Argzl + Argz2) = 

= (ln IZ11 + iArgzl) + (ln IZ21 + iArgz2) = Ln ZI + Ln z2. • 

Прu.мер 74.2. Вычислить Ln( -1) и ln( -1); ln 2i. 

Q Решение: Для числа z = -1 имеем 1 Z 1 = 1, argz = 1Г. Следовательно, 
Ln(-l) = ln 1 + i(Jr + 2kJr) = iJr(2k + 1), ln(-l) = JrZ (формулы (74.2) 
и (74.3)); ln 2i = ln 12il + iarg2i = ln 2 + i~. • 

Степенная функция w = zП 
Если n - натуральное число, то степенная функция определяется 

равенством w = zn = тn (cos n<р + i sin n<р). Функция w = zn - однознач­

ная. Если n = 1 (q Е N), то в этом случае 
1 q q г:,z __ Q!"i"":II 1 ( arg z + 2kJr .. arg z + 2kJr) 

W = zq = У"" Vlzl COS +zsш , 
q q 

где k= O,1,2, ... ,q-l. 
! 

Здесь функция w = zq есть многозначная (q-значная) функция. Одно-
значную ветвь этой функции можно получить, придав k определенное 
значение, например k = О. 

Если n = Р., где Р, q Е N, то степенная функция определяется 
равенством q 

р. (l)p QGII ( p(argz+2kJr) .. p(argz+2kJr)) 
w=zq = zq = Vlzl P cos +rsш . 

q q 
р. 

Функция w = z q - многозначная. 

Степенная функция w = za С произвольным комплексным показа­
телем а = а + if3 определяется равенством 

w = za = еа Ln z. 

2 



Функция w = za определена для всех z "1 О, является многозначной 
. . L. H(1L+27rk) _К -27rk 

функцией. Так, i' = е' П> = е 2 = е 2 , где k = О, ±1, ±2, ... 
7r 

При k = О имеем: ii = е -"2. 

Тригонометрические функции 

Тригонометрические функции комплексного аргумента z = х + iy 
определяются равенствами 

e iz _ e- iz 

sin z = -----=-:--
2i 

cosz = 
2 

sinz 
tgz = --, 

cosz 

cosz 
ctgz = -.-. 

sшz 

При действительных z эти определения приводят к тригонометриче­
ским функциям действительного переменного. Так, при z = х (у = О) 

. eix _ e- ix 1 . . . . 1 .. . 
sшz = 2i = 2i (соsх+~sшх-(соsх-~sшх)) = 2i2~sшх = sшх. 

Тригонометрические функции комплексного переменного сохраня­

ют многие свойства тригонометрических функций действительного пе­

ременного. В частности, 

sin2 z + cos2 
Z = 1, 

sin 2z = 2 sin z cos Z, 

COS(Zl + Z2) = cos Zl COS z2 - sin zl sin Z2, 

sin(z + 27Г) = sin z, 

cos(-z) = cosz, 

sin( -z) = - sin z, 

tg(z + 7Г) = tgz, 
7г 

COSZ = О при z ="2 + kK (k = 0,±1,±2, ... ), 

2 tgz 
tg2z = 2' 

1 - tg z 

sin (z + ~) = cos z, 

. ( 37Г) 
SШ Z + 2"" = - cos z, 

и т. д. Докажем, например, первое свойство: 

. (eiZ _ e-iZ) 2 (eiZ + e- iZ ) 2 
sш2 

Z + cos
2 

Z = 2i + 2 

e 2iz _ 2 + e-2iz e 2iz + 2 + e- 2iz 
------+----:----

-4 4 

_e2iz + 2 - e-2iz + e 2iz + 2 + e-2iz 4 
4 = 4 = 1. 
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Отметим, что тригонометрические функции sin z и СОБ z в комп­

лексной плоскости z неограничены: 

lim sin z = 00, lim СОБ z = 00. 
1т z .... ±oo 1т z .... ±oo 

-1 
Так, например, cosi = е +2е ;::;: 1,54 > 1, cos3i > 10. 

Гиперболические функции 

Эти функции определяются равенствами 

eZ _ е-

• shz = ----
2 

eZ + е- • chz= ----
2 

shz 
thz = -h ' 

с z 

chz 
cthz= -h . 

s z 

Легко заметить связь между гиперболическими и тригонометриче­

скими функциями. Заменяя в указанных функциях z на iz, получим: 

shiz = isinz, или sinz = -ishiz, 

ch iz = cosz 

(а также tg iz = i tg z, ctg iz = -i ctg z). 
Пользуясь этими равенствами, можно получить ряд формул, 

связывающих гиперболические функции . Так , заменяя в формуле 

sin2 z + cos2 z = 1 тригонометрические функции гиперболическими, по-
лучим 

(-ishiz)2 + (chiz)2 = 1, 

или - sh2 iz+ch2 iz = 1. Так как здесь z - любое комплексное число, то 
iz можно заменить на z; получим формулу ch2 

Z - sh2 
Z = 1. Приведем 

еще ряд формул: 

ch2z=ch2 z +sh2 z, ch(-z)=chz, 

sh 2z = 2 sh z ch z, sh( - z) = - sh z, 

Ch(Z1 + Z2) = chz l chz2 + shz l shz2 , shz + chz = eZ
, 

и т.Д. 

Из определения гиперболических функций следует, что функции 

sh z и ch z периодические с периодом 2ni; функции th z и cth z имеют 
период ni. 

Обратные тригонометрические и гиперболические функции 

Число w называется ар7ССUНУСО.м числа z, если sin w = z, и обо­
значается w = Arcsin z . 

iw -iw 
Используя определение синуса, имеем z = sin w = е "2 .е или , z ' 

e2iw -2izeiw -1 = о. Отсюда eiw = iz+ J(iz)2 + 1, Т. е. eiw = iz+ V'1=Z2 
(перед корнем можно не писать знак ±, так как V'1=Z2 имеет два 



значения). Тогда iw = Ln(iz +~, или w = t Ln(iz + V1="Z2). 
Таким образом, 

w = Arcsinz = -i Ln(iz + ~). 
Функция w = Arcsin z многозначна (бесконечнозначна). Аналогично 
определяются другие обратные тригонометрические функции. Можно 

показать, что 

Arccosz = -i Ln(z + VГZ2=1), 
i i - z 

Arctgz = -- Ln -- (z f:; ±i), 
2 i + z 
. . 
2 Z - 2 

Arcctg z = - Ln -- (z f:; ±i). 
2 z + i 

Функции, обратные гиперболическим , обозначаются соответственно 

w = Arshz (ареасинус) , w = Archz (ареахосинус) , w = Arthz (ареа­
тангенс), w = Arcthz (ареак:отангенс). 

Обратные гиперболические функции имеют следующие выраже-

ния: 

Arshz = Ln(z + ~), Archz = Ln(z + Jz2"=1), 
1 1 + z 

Arthz = - Ln --, 
2 1- z 

1 z + 1 
Arcthz = - Ln --. 

2 z - 1 

Все эти функции бесконечнозначны. 

74.4. Дифференцирование функции комплексного 
переменного. Условия Эйлера-Даламбера 

Пусть однозначная функция w = j(z) определена внекоторой 
окрестности точки z, включая и саму точку. Тогда предел 

lim t:.w = lim j(z + t:.z) - j(z) = j'(z), 
c.z->O t:.z c.z->O t:.z 

(74.4) 

~ если он существует, называется производноЙ фун~ции j(z) в 
то'Ч~е z, а функция j(z) называется дифференцируемоЙ в 

то'Ч~е z . 

Рис. 283 

Подчеркнем, что в равенстве (74.4) t:.z любым 
образом стремится к нулю, т. е. точка z + t:.z может 
приближаться к точке z по любому из бесконечного 
множества различных направлений (см. рис. 283) (в 

аналогичной ситуации для функции одного действи­

тельного переменного точка х + t:.x приближается к 
точке х лишь по двум направлениям: слева и справа) . 



Из дифференцируем ости функции j(z) в некоторой точке z сле­

дует ее непрерывность в этой точке (отношение ~~ при 6.z ~ О мо­
жет стремиться к конечному пределу J'(z) лишь при условии, что и 
~w -+ О). Обратное утверждение не имеет места. 

При каких условиях функция w = j(z) будет дифференцируемой 
в данной точке? 

Теорема 74.1. Если функция w = и(х; у) + iv(x; у) определена в не­
которой окрестности точки z = х + iy, причем в этой точке действи­
тельные функции и(х; у) и v(x; у) дифференцируемы, то для диффе­
ренцируемости функции w = j(z) в точке z необходимо и достаточно, 
чтобы в этой точке выполнялись равенства 

ди av 
дх - ду' 

Равенства (74.5) называются условиямu 
Эi1лера-Дала.мбера (или условиями Кошu­

Ри.ма'Н.а). 

о Необходu,м,осmъ 

Пусть функция j(z) дифференцируе­
ма в точке z, тогда предел (74.4) суще­

ствует и не зависит от пути, по которому 

у 

6.z = ~x+i~y ~ О. Можно считать, что точ- О 

ка z+6.z приближается к точке z по прямой, 
параллельноii действительной оси (оси Ох), 

т. е. 6.z = 6.х ~ О, ~y = о (рис. 284). Тогда 

(74.5) 

z 

Рис. 284 

'() . (u(x+6.x;y)+iv(x+6.x;y») - (u(x;y)+iv(x;y») 
j z = '1т 6. = 

~x--+o х 

, (и(х + 6.х; у) - и(х; у») + i(v(x + 6.х; у) - v(x; у») 
= ,~ = 

~x--+o 6.х 

" 

6.хи + i6. x v " 6.хи ' " 6. x v ди ,av = 1т = 1т -- + ~ 1т -- = - + ~-. 
~x--+O ~x ~x--+O 6.х ~x--+O 6.х дх дх 

х 

Если же точка z + ~z приближается к точке z по прямой, парал­
лельной мнимой оси (оси Оу), то ~z = i~y -+ О, ~x = О, В этом случае 

j'(z) = 'im (и(х; у + ~y) + iv(x; у ~ 6.у») - (и(х; у) + iv(x; у») = 
~y--+O l6.y 

= lim 6.уи + i6. y v = _i au + av = av _ i au 
~y--+O i6.y ду ду ду ду' 



Сравнив найденные пределы, получим ~~ + i~ = ~~ - i~~ = j'(z). 

Отсюда следует: ди = av · ди = _ av . 
дх ду' ду дх 

Достаточность 

Пусть теперь условия (74 .5) выполняются. Докажем, что функция 
j(z) дифференцируема . 

. Так как функции и(х; у) и v(x; у) дифференцируемы в точке 
z = х + iy, то их полные приращения можно представить (см. (44.4)) 

в виде .6.и = ди.6.х + ди.6.у + а .6.v = av.6.x + av.6.y + а дх ду 1 , дх ду 2, 

где аl и а2 - бесконечно малые более высокого порядка, чем 

l.6.zl = J(.6.X)2 + (.6.у)2 . Тогда 

.6.w (и(х + .6.х; у + .6.у) + iv(x + .6.х; у + .6.у)) - (и(х; у) + iv(x; у)) 
.6.z .6.х + i.6.y 

.6.и + i.6.v (8u.6.х + 8u.6.у + а ) + i (8v .6.х + 8v .6.у + а ) = 8х 8у 1 8х 8у 2_ 

.6.х + i.6.y .6.х + i.6.y 
8u .6. + 8u.6. + . av.6. + ' av .6. . дх х ау у Zдx х tдy У аl + Ю2 

= .6.х + i.6.y + .6.х + i.6.y . 

Заменяя в числителе правой части ддИУ на av av на ди согласно 
- дх ' ду дх' 

условиям (74.5), получаем: 

где 

т. е . 

.6.w 8u.6.х - av.6.y + i av .6.х + i 8 u.6.у = 8х дх .дх дх + аз, 
.6.z .6.х + z.6.y 

аl + ia2 

аз = .6.х + i.6.y' 

.6.w ~(.6.x+i.6.y)+i~(.6.x+i.6.y) _ ди .av 
.6.z .6.х + i.6.y + аз - дх + Z дх + аз, 

а аз - бесконечно малая высшего порядка относительно l.6.zl. Отсюда 

следует, что lim ~w = j'(z) существует. При этом j'(z) = дди + i a
a

v . 
c.z-+o uz х х 

• 
с учетом условий Эйлера-Даламбера (74.5) производную диффе­

ренцируемой функции j(z) можно находить по формулам 

, ди .av 
j (z) = дх + Z дх ' 

j '( ) _ ди .ди z --t-
- дх ду ' 

j '( ) _ av . av 
z - ду + Z дх' 

j'(z) = av _ i au . 
ду ду 

(74.6) 
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Правила дифференцирования функций действительного перемен­

ного справедливы и для функций комплексного переменного, диффе­

ренцируемых в точке z. Это означает, что если 11 (z) и 12 (z) дифферен­
цируемы в некоторой точке z комплексной плоскости, то верно следу­

ющее: 

1. (11(Z) ± 12(Z))' = f{(z) ± Л(Z ) , 

2. (11(Z)' 12(Z))' = f{(z)· 12(Z) + 11(Z)' Л(z), 

3 (11(Z))' - 1;(z)' 12(Z) - 11(Z) ' 12(Z) (f2(Z):i О) . 
. 12(Z) - Ji(z) 

4. Если rp(z) дифференцируема в точке z , а 1(w) дифференцируема 
в точке w = rp (z), то (1(rp(z)))' = 1~(rp)· rp~(z ) . 

5. Если в некоторой точке z функция 1(z) дифференцируема и 
существует функция 1-1(w), дифференцируемая в точке w = 1(z), 

причем (1 - J(w))' i= О, то 1'(z) = (1-1~W))" где 1-1(w) - функция , 

обратная функции 1(z). 
~ При ведем без доказательства теоре,м,у о дuфферен.11,uруе,м,о-

сти основных эJtе,м,ентарн.ых фун.1С11,UU 1Со,м,nде1Ссного nе­

ре,м,ен.н.ого : функции w = eZ
, w = sin z, w = cos z, w = sh Z,·W = ch z, 

w = zn (n Е N) дифференцируемы в любой точке комплексной плос­
кости; функции w = tg z и w = th z также дифференцируемы в лю-

бой точке плоскости , кроме точек z = ~ + 7Гk и z = (~+ 27Гk) . i 

(k = О , ±l , ±2, . .. ) соответственно ; для функций w = Ln z , w = za В 

окрестности каждой точки z i= о можно выделить однозначную ветвь, 
которая является дифференцируемой в точке z функцией . 

74.5. Аналитическая функция. Дифференциал 

Фундаментальным понятием в теории функций комплексного пе­

ременного является понятие аналитической функции . 

Е§] Однозначная функция 1(z) называется анаJtuтu'Ч,ес1СОU (голо-
морфной) в тО'Ч,1Се z, если она дифференцируема (выполнены 

условия Эйлера-Даламбера) в некоторой окрестности этой точки. 

Функция j(z) называется анаJtuтu'Ч,ес1СОU в оБJtастu D , если она 
дифференцируема в каждой точке z Е D. 

Как видно из этого определения, условие аналитичности в тО'Ч,1Се 
не совпадает с условием дифференцируем ости функции в этой же точке 

(первое условие - более сильное). 



~ Точки плоскости z, в которых однозначная функция j(Z) анали­
тична, называются nравильны.ми точками j(z). Точки, в кото­

рых функция f(z) не является аналитической, называются особы.ми 
точками этой функции. 

Пусть функция w = j(z) аналитична в точке z. Тогда lim ~w = 
~z---tО L.l.Z 

= 1'(z). Отсюда следует, что i~ = 1'(z) + а, где а ~ О при д.z ~ О. 
Тогда приращение функции можно записать так: д.w = 1'(z)д.z + ад.z. 
Если 1'(z) "1- о, то первое слагаемое 1'(z)д.z является при Az ~ О 
бесконечно малой того же порядка, что и д.z; второе слагаемое ад.z 

есть бесконечно малая более высокого порядка, чем д.z. Следователь­

но, первое слагаемое составляет главную часть приращения функции 

w = f(z). 
~ Дифференциало,м, dw аналитической функции w = j(z) в точке 

z называется главная часть ее приращения, т. е. dw = 1'(z)д.z, 
или dw = 1'(z)dz (так как при w = z будет dz = z' д.z = д.z). Отсюда 
следует, что l' (z) = ~~, т. е. производная функции равна отношению 
дифференциала функции к дифференциалу независимого переменного. 

За.ме'Ч,а'Н:uе. Если функция j(z) = и(х;у) + iv(x;y) аналитична в 
некоторой области D, то функции и(х; у) и v(x; у) удовлетворяют диф-

д2 ЧJ д2 ЧJ ференциальному уравнению Лапласа (д?" + д1l = О, см. п. 72.2). 

О Действительно, дифференцируя первое из равенств Эйлера-Далам­
бера по у, а второе по х, получаем: 

д2и a2v a2v д2и 
дхду - ду2' дх2 - - дудх ' 

a2v a2v_ 
откуда дх2 + ду2 - О. • 

Функции u(х; у) и v(x; у) являются гармоnu'Ч,еСI>UМU фуn","v,шмu. 

При,м,ер 74.3. Проверить, является ли функция w = z2 аналити­
ческой. Найти ее производную. 

а Решение: Находим действительную Re w = и и мнимую 1т w = v 
части функции: 

w = z2 = (х + iy)2 = х2 _ у2 + 2ixy. 

Таким образом, u = х2 - у2, V = 2ху. Проверяем условия Эйлера-Да­
ламбера (74.5): 

ди 
дх = 2х, 

ди 
ду = -2у, 

av 
- =2х' 
ду , 

av 
- дх = -2у. 



Условия (74.5) выполняются во всех точках комплексной плоскости 
z. Функция w = Z2 дифференцируема, следовательно, аналитична во 
всех точках этой плоскости. Ее производную найдем по одной из фор­

мул (74.6), например по первой: 

(z2)' = :х (х2 - у2) + i ~ (2ху) = 2х + i2y = 2(х + iy) = 2z, 

т. е. (z2)' = 2z. 
Заметим, что производную функции w = Z2 можно найти, восполь­

зовавшись определением производной (74.4): 

w' = lim ~w = lim (z + ~z)2 - z2 = lim 2z~z + (~Z)2 = 
6x~O ~z 6x~O ~z 6x~O ~z 

= lim (2z + ~z) = 2z . • 
iJ.z~O 

Прu.мер 74.4. Найти аналитическую функцию w = u + iv по ее 
заданной действительной части u = хЗ - Зху2 + 2. 

Q Решение: Отметим , что функция u является гармонической Функ-
,. (/1 6 /1 6 /1 + /1 О) циеl'l ихх = х, иуу = - х, следовательно, ихх иуу = . 
Для определения мнимой части v воспользуемся условиями 

Эйлера-Даламбера (74.5). Так как g~ = (хЗ - Зху2 + 2)~ = зх2 - Зу2, 

то, согласно первому условию, g~ = Зх2 - Зу2. Отсюда, интегрируя по 
У, находим: 

v = J ~~ dy = J (зх2 - Зу2) dy = Зх2у - уЗ + rp(x). 

Для определения функции <р(х) воспользуемся вторым условием 
Эйлера-Даламбера. Так как 

ди 
ду == (хЗ 

- Зху2 + 2)~ = -6ху, 

а 

~~ = (зх2у - уЗ + rp(x))~ = 6ху + <р'(х), 
то -6ху = -(6ху + rp'(x)) . Отсюда <р'(х) = О и rp(x) = С, где С = const. 
Поэтому v = Зх2у - уЗ + С. Находим функцию w = и. + iv: 

w = u + iv = хз - Зху2 + 2 + i(зх2 у - уЗ + С) = 
= хЗ +iзх2у- Зху2 _iуЗ + 2+ Ci = (х+iу)З +2+iC = zЗ + 2+iC. • 

7 



74.6. Геометрический СМЫСЛ МОАУЛЯ 
и аргумента ПРОИЭВОАНОЙ. 
Понятие О конформном отображении 

Пусть функция w = j(z) аналитична в точке Zo и f'(zo) =1- о. Вы­
ясним геометрический смысл аргумента и модуля производной. 

Функция w = j(z) отображает точку Zo плоскости z в точку 

Wo = j(zo) плоскости w. 
Пусть произвольная точка z = Zo + .6.z из окрестности точки Zo 

перемещается к точке Zo по некоторой непрерывной кривой [. Тогда в 
плоскости w соответствующая точка w = Wo +.6.w будет перемещаться 
к точке Wo по некоторой кривой L, являющейся отображением кривой 
l в плоскости w (рис. 285). 

у 

х и 

Рис. 285 

По определению производной f'(zo) = lim ~W. Отсюда следует, 
.6.z-+o uZ 

что If'(zo)1 = I lim ~w I = lim I ~w I = lim II~WII. Величина l.6.zl = 
.6.z-+o uZ .6.z-->o uZ .6.z-->o uZ 

= Iz - zol представляет собой расстояние между точками Zo и Zo + .6.z, 
а l.6.wl - расстояние между точками Wo и Wo + .6.w. Следовательно, 
If'(zo)1 есть предел отношения бесконечно малого расстояния между 
отображенными точками Wo и Wo + .6.w к бесконечно малому рассто­
ян ию между точками Zo и Zo + .6.z. Этот предел не зависит (J(z) ана­
литична в точке zo) от выбора кривой [, проходящей через точку zo. 

Следовательно, предел lim II~WII = If'(zo)1 в точке Zo постоянен, т. е . 
.6.z-->o uZ 

одинаков во всех направлениях. 

~ Отсюда вытекает геометрический смысл модуля производной: ве-
личина If'(zo)1 определяет коэффициент растяжения (подобия) в 

точке Zo при отображении w = j(z). Величину If'(zo)1 называют 1Соэф­
фuцuенmо-м рас m.я;нc енu.я, если Ij'(zo)1 > 1, или 1Соэффuцuенmо-м 
СJtCаmu.я, если If'(zo)1 < 1. 

Прu-мер 74.5. Найти коэффициент растяжения (сжатия) для 

функции w = ~z2 В точке Zo = 3 - 4i. 



Q Решение: Функция w = !z2 аналитична в точке Zo = 3 - 4i, при 

этом w' = z. Следовательно, 1!,(zo)1 = Izol = 13 - 4il = 5 > 1. Коэффи­
циент растяжения для функции w = !z2 В точке Zo равен 5 (плоскость 
растягивается). • 

Для аргумента производной в точке Zo имеем: 

. ~w . 
argj'(zo) = 11т arg ---л- = 11т (arg~w - arg~z) = 

дz--->о uZ дz--->о 

= lim arg ~w - lim arg ~z = (}:2 - (}:1, 
дz--->о дz--->о 

где 0!1 и 0!2 - углы, которые образуют касательные к кривым [ и L 
соответственно в точках Zo, и Wo с положительными направлениями 

действительных осей на плоскостях z и w (см. рис. 285). 
Отсюда (}:2 = 0!1 +arg!,(zo). Это означает, что arg !'(zo) - это угол, 

на который нужно повернуть касательную к кривой 1 в точке Zo для 
того, чтобы получить направление касательной к кривой L в точке wo. 
Другими словами, arg!, (zo) - это угол между отображенным и пер­
воначальным направлениями касательных к кривым [ и L в точках Zo 
и Wo соответственно. В этом состоит геометрический смысл аргумента 
производной arg !' (zo). 

в силу аналитичности функции j(z) в точке Zo (мы предположи­
ли, что j(zo) f:. О) угол arg !'(zo) один и тот же для всех кривых, про­
ходящих через точку zo. Для другой пары кривых 11 и L 1 В тех же 
точках Zo и Wo будем иметь arg !'(zo) = O!~ - ():~ = ер. Таким образом, 
arg !' (zo) = 0!2 - (): 1 = O!~ - O!~ , т. е. если кривые 1 и [1 образуют в точке Zo 
на плоскости z угол ер = arg !,(zo), то такой же угол ер = arg !'(zo) будут 
образовывать в точке Wo кривые L и L l , являющиеся отображениями 
кривых 1 и 11 на плоскости w (см. рис. 286)., 

у 

о 

Это свойство отображения w = j(z) называется своv.сmво-м сохра­
нения (-к;онсерваmuз-ма) углов в точке zo. 
~ Отображение w = j(z), обладающее свойством сохранения углов и 

постоянством растяжений в точке zo, называется 'lCонфОР.м:н.'ы.лt 



(т. е. отображением, сохраняющим форму). Если при этом сохраня­
ется и направление отсчета углов, то такое отображение называется 

'lCо'Нфор.м:н'bl.М оmобра;нсе'Нuе.м 1-го рода; если направление отсчета 

углов изменяется на противоположное - 'lCонфор.м'Н'Ы.м оmобраJteе­

'Ние.м 2-го рода. 

~ Таким образом, если функция I(z) является аналитической в не­
которой точке Zo комплексной плоскости Z и 13 этой точке ее про­

изводная отлична от нуля, то отображение w = I( z ) конформно В этой 
точке. 

Отображение w = I(z) называется конформным в области D, если 
оно конформно в каждой точке этой области. 

~ Справедливо следующее утверждение: если функция w = I(z) ана-
литична в области D, причем во всех точках области I'(z) =J о, то 

отображение конформно в D; если отображение w = I(z) конформно В 
области D, то функция w = I( z ) аналитична в D и во всех точках этой 
области I'(z) =J о . 

Прu.мер 74.6. Выяснить геометрическую картину отображения, 

осуществляемого функцией w = 2z. 

Q Решение: Отображение w = 2z кон форм но во всех точках плоскости 
z, т. к. w' = 2 =J о. 

Коэффициент растяжения в любой точке плоскости z равен 2. Так 
как argw' = arg2 = О, то направление при отображении не меняется . 
Таким образом, отображение w = 2z есть преобразование гомотетии с 

I центром в нулевой точке (w = О при z = о) и коэффициентом гомоте-
тии, равным 2. • 

§ 75. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИИ 
КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

75.1. Определение, свойства и правила вычисления 
интеграла 

Пусть в каждой точке некоторой гладкой кривой L с началом в 
точке Zo и концом в точке Z определена непрерывная функция I(z) . 

Разобьем кривую L на n частей (элементарных дуг) в направлении 
от Zo к z точками Z], Z2 , ... , Zn-l (см. рис. 287). 

В каждой «элеll·rентарноЙ дуге» ~ (k = 1,2, ... , n) выберем 
n 

произвольную точку Ck и составим интегральную сумму L: I(Сk)д.Zk' 
где д.Zk = Zk - Zk-l. k=l 

~ Предел такой интегра.1]ЬНОЙ суммы при стремлении к нулю длины 
наибольшей из элементарных дуг, если он существует, называется 



у z 

Рис. 287 

интегралом от ФУНКЦИИ j(z) ПО f\:ривоu (по f\:OHmypy) L и обозна­

чается символом J j(z) dz. 
L 

Таким образом, 
,----------------------------, 

(75.1) 

Покажем, что если L ~ гладкая кривая, а j(z) ~ непрерывная и 
однозначная функция, то интеграл (75.1) существует. 

Действительно, пусть j(z) = u(х; у) + iv(x; у), z = х + iy, Ck = 
= Xk + iYk. Тогда 

j(Ck) = U(Xk; Yk) + iV(Xk; Yk), 

t1zk = (Xk + iYk) - (Xk-l + iYk-l) = t1xk + it1Yk· 
Поэтому 

n n 

k=l k=l 
n n 

= I) U(Xk; Yk) t1xk - V(Xk; Yic)t1Yk) + i L (V(Xk; Yk) t1xk + U(Xk; Yk)t1Yk). 
k=l k=] 

Обе суммы, находящиеся в правой части последнего равенства, 

являются интегральными суммами для соответствующих криволиней­

ных интегралов (см. п. 56.1). 
При сделанных предположениях о кривой L и ФУНКЦИИ j(z) пре­

делы этих сумм существуют. Поэтому после перехода к пределу (в по­

следнем равенстве) при шах lt1zk l -+ о получим: 

J j (z) dz = J и dx - V dy + i J V dx + и dy. (75.2) 
L L L 
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Формула (75.2) показывает, что вычисление интеграла от функции 
комплексного переменного сводится к вычислению криволинейных ин­

тегралов от действительных функций действительных переменных. 

Формулу (75.2) можно записать в удобном для запоминания виде: 

J j(z) dz = J (и + iv)(dx + i dy). (75.3) 
L L 

~ Если х = x(t), у = y(t), где t1 :::; t :::; t2 - параметрические уравне­
ния кривой L, то z = z(t) = x(t) + iy(t) называют 7Co.мnAe7CCHъt.М 

nара.меmрu'Чес7СU.м уравнение.м кривой L; формула (75.3) преобра­
зуется в формулу 

t2 J j(z) dz = J j(z(t))z'(t) dt. (75.4) 
L tl 

о Действительно, считая z(t) непрерывной и дифференцируемой 
функцией, получаем 

t2 J j(i) dz = J (и + iv)(dx+ i dy) = J (и + iv)(x~ + iy~) dt = 
L L tl t2 J j(z(t))z'(t) dt. • 

tl 

Приведем основные cBoi1cmBa интеграла от функции комплексного 

переменного. 

1. J dz = z - zo· 
L 

n 

а L 6.Zk = 6.z1 + .. . +6.zn = Z1 -ZО+i2- Z1 + .. ,+Zn -Zn-l = Z-ZO' • 
k=l 

2. J (Jl(Z) ± f2(z)) dz = J Л(Z) dz ± J j2(Z) dz. 
L L L 

3. J aj(z) dz = а J f(z) dz, а - комплексное число. 
L L 

4. J j(z) dz = - J j(z) dz, т. е. при перемене направления пути 
L L-

интегрирования интеграл изменяет свой знак на противоположный (в 

других обозначениях кривой: J = - J). 
АВ ВА 
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5. J f(z) dz = J j(z) dz+ J j(z) dz, где L = L 1 +L2 , т. е. интеграл 
L L 1 L 2 

rю всему пути L равен сумме интегралов по его частям L 1 и L 2 . 

6. Оцен'/Са .модуля интеграла. Если Ij(z)1 ~ м во всех точках кри­

вой L, то I J j(z) dzl ~ Ml, где l - длина кривой L. 
L 

О Действительно, 

n 
где I: I~Zkl - длина ломаной ZOZIZ2 ... ZN, вписанной в кривую L. • 

k=1 
Все приведенные свойства интеграла функции комплексного пере-

менного непосредственно вытекают из его определения (75.i) и пред­
ставления (75.2). 

Прu.мер 75.1. Вычислить 

1 = J Imzdz, 
L 

где L - полуокружность Izl = 1, О ~ 
~ argz ~ 7г (см. рис. 288). 

L 

Q Решение: Используя формулу (75.3), имеем: 

1= J y(dx+idy) = J ydx+i J ydy= 
L L L 

у 

1 

о 

{ 
x=cost, 
y=sint 

1 

Рис. 288 

-1 -1 

J ~dx+i J ~ ~dX= 
1 1 2 1 - х2 

= (::.~ + ~ arcsinx) 1-1 _ix21-1 = -~. 
2 2 1 2 1 2 

Используя формулу (75.4), имеем (z = cos t + i sin t): 

х 

" " " 
1 = J sin t ( - sin t + i cos t) dt = J -~ (1 - cos 2t) dt + i J sin t cos t dt = 

о о о 

( 
1 1. ) 1" .1 . 2 1" 7г = -2"t+4"SШ2t о+~2"SШ t o=-2"· • 



75.2. Теорема Коши. Первообразная инеопределенный 
интеграл. Формула Ньютона-Лейбница 

Теорема 75.1 (Коши). Если функция f(z) аналитична в односвяз­
ной области D, то интеграл от этой функции по любому замкнутому 

контуру L, лежащему в области D, равен нулю, т. е. f j(z)dz = о. 
L 

а Докажем теорему, предполагая непрерывность производной j'(z) 
(это упрощает доказательство). По формуле (75.2) имеем: 

f j(z)dz= f udx-vdy+i f vdx+udy. 
L L L 

В силу анa,n:итичности j(z) u + iv и непрерывности j'(z) в одно-
связной области D, функции u = и(х; у) и v = v(x; у) непрерывны и 
дифференцируемы в этой области и удовлетворяют условиям Эйлера-

Даламбера: аи = а( -v) и av = аи. Эти условия означают равенство 
ау ах ау ах 

нулю интегралов f u dx - v dy и f v dx + u dy (см. теорему 56.3). Сле-
L L 

довательно, f j(z)dz = о. • 
L 

Теорема Коши допускает распространение на случай многосвязной 

области. 

Рассмотрим для определенности трехсвязную область D, ограни­
ченную внешним контуром L и внутренними контурами L1 и L 2 . Выбе­

рем положительное направление обхода контуров: при обходе область 

D остается слева (см. рис. 289). 
Пусть функция j(z) аналитична в области D и на контурах L, L1 и 

L2 (т. е. в замкнутой области 75; функция называется аналитической 
в замкнутой области 75, если она аналитична в некоторой области, 
содержащей внутри себя область D и ее границу L). 

Проведя два разреза (две дуги) 11 и 12 области D (см. рис. 289), по­
лучим новую односвязную область D 1 , ограниченную замкнутым ори­

ентированным контуром Г, состоящим из контуров L, L 1 , L 2 И разрезов 

11 и 12: Г = L + l: + L 1 + l: + L 2 + 12 + 11. По теореме Коши для 
односвязной области f f(z) dz = о, но 

f =0, 



т. к. каждый из разрезов (дуг) 1'1 и 1'2 при интегрировании проходится 

дважды в противоположных направлениях. Поэтому получаем: 

J j(z) dz = f j( z ) dz + f j(z) dz + f J( z ) dz = О, 
г L L, L2 

т. е. интеграл от аналитической в замкнутой многосвязной области 15 
функции j( z) по границе области D , проходимой в положительном на­
правлении, равен нулю . 

Рис . 289 Рис. 290 

3а.ме'Чанuе. Изменив направление обхода внутренних контуров L1 

и L 2 , будем иметь f J(z) dz = f j( z) dz + f j(z) dz, rдe все контуры 
L L, L 2 

(L, L 1 и L 2 ) обходятся в одном направлении: против часовой стрелки 

(или по часовой стрелке). В ча{;тности, если j(z) аналитична в двусвяз­
ной области, ограниченной контурами L и 1 и на самих этих контурах 

(см. рис. 290), то f j(z) dz = f j(z) dz, т. е. «интеграл от функции j(z) 
L 1 

по внещнему контуру L равен интегралу от функции j(z) по внутрен-
нему контуру 1» (контуры L и l обходят в одном направлении). 

Сл~ствие 75.1. Если j(z ) - аналитическая функция в ОАНОСВЯЗНОЙ 
области D, то интеграл от нее не зависит от формы пути интегриро­
вания, а зависит лишь от начальной точки Zo и конечной точки z пути 
интегрирования. 

о Действительно, пусть L! и L 2 - две кривые в области D, соединя­
ющие точки Zo и z (рис. 291). 

По теореме Кощи f j(z )dz = О, т. е. J J(z) dz+ J j(z) dz = О, 
L-

2 

или J j(z) dz - J j( z) dz = О , откуда J j(z) dz = J j(z) dz. 
L, L, L, L2 

18 Ко"спскт лскций по Dысшеi1 математllке. Полный ~)'pc 
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В таких случаях, когда интеграл зависит только от начальной точ­

ки и конечной точки пути интегрироrания, пользуются обозначением 

J j(z) dz = f j( z) dz. Если здесь зафиксиро-
L ~ 2 

вать точку ZO, а точку z изменять , то J j(z) dz ~D, 
-L1 

Zo 
будет функцией от z. Обозначим эту функцию 

Рис. 291 через F( z ): F(z) = J j(z) dz. Можно доказать, 
20 

что если функция j(z) ана.ТIИтична в односвязной области D, то функ­
ция F(z) также аналитична в D, причем 

F' ( z) = (] j (z) dz)' = j ( z ) . 
"О 

~ Функция F( z) называется nервообразноi1 для функции j(z) в 
области D , если F'( z ) = j(z) . 
Можно показать, что если F(z) есть некоторая первообразная для 

j(z), то совокупность всех первообразных J( z) определяется формулой 
F(z) + С, где С = const. 
~ Совокупность всех первообразных функций j( z ) называется не­

определенным uнтегралом от функции j (z ) и обозначается 

символом J j(z) dz, т. е. 
IГ-J-j-(~Z-) d-z-=-F-( z-) -+-С-,-г-де-F-' (z-)-=-j (-z---')·I 

z 

Пусть функция F( z) = J J( z) dz есть первообразная функция для 
z Zo 

J( z ). Следовательно, J j( z) dz = F( z) + С. Положив здесь z = Zo, по-
'0 

лучим О = F(zo) +C (контур замкнется, интеграл равен нулю). Отсюда 
С = -F(zo), а значит, 

,--------------------, 
z 

J j(z) dz = F(z) - F( zo) . 
20 

Полученная формула называется фор.мулоi1 Нъюmона-Леi1бнuv,а. 

Интегралы от элементарных функций комплексного переменного 

в области их а'налитичности вычисляются С помощью тех же формул 
и методов, что и в действительном анализе. 

i . 

Так, J e"dz = еО+С; J sinzdz = -соsz+С; J 3z2 dz = з.~ 1: =-i 
о 

и Т. д. 



Прu.мер 75.2. Вычислить интегралы: а) f ~; б) f(z-zo)ndz 
z - Zo 

L L 
(n f:. -1), где L есть окружность радиуса R с центром в точке zo, обхо-
димая против часовой стрелки (см. рис. 292). у 

а Решение: а) Теорема Коши неприменима, т. к. 

функция _1_ не аналитична в точке zo. Пара.- Уа 
z - Zo 

метрические уравнения окружности L есть х = 
= хо + Rcos t, у = Уа + Rsint, где 0:( t:( 21Г. Следо-
вательно, о Ха 

z = х + iy = хо + R cos t + iyo + iR sin t = Рис . 292 

= (хо + iyo) + R(cost + isint) = Zo + R · еи . 

х 

Таким образом, мы получили, что комплексно-параметрическое урав­

нение данной окружности есть z = Zo + R . ei t , О :( t :( 21Г . Поэтому по 
формуле (75.4) получим: 

dz 21\" i . R . eil 21\" 

f -- = J il dt = i J dt = 2ni . 
. z - Zo R· е 
L а о 

б) При n f:. -1 имеем: 

21\" f (z - zo)n dz = J (R· eit(R· i . eil dt = 
L О 21\" i(n+1)t 21\" 

= iRn +1 J e i (1l+1)t dt = R"+l . е I = 

Итак, 

n + 1 о 
Rn+1 о R n + 1 

= --(cos2n(n + 1) +isin2n(n + 1) - еО) = --(1-1) = о . 
n+1 n+1 

г--------------------------------------------, 

f _d_z _ = 2ni, 
z - Zo 

L 

f (z - zo)"dz = о, n - целое, n f:. -1. 
L 

75.3. Интеграл Коши. Интегральная формула Коши 

Теорема 75.2. Пусть функция 1(z ) аналитична в замкнутой одно­
связной области 75 и L - граница области D . Тогда имеет место 
формула = _1_ f 1(z ) 

1(Zo) 2 . . dz , (75.5) 
n~L z - zo 

где Zo Е D - любая точка внутри области D, а интегрирование по 
контуру L производится В положительном направлении (т. е . против 
часовой стрелки) . 
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§ Интеграл, находящийся в правой части равенства (75.5), называ­
ется интегралом Коши, а сама эта формула называется инте­

гральноt':l Формулоt':l Коши. 

Формула Коши (75.5) является одной из важнейших в теории функ­
ций комплексного переменного . Она позволяет находить значения 'ана­
литической функции f( z ) в любой точке zo, лежащей внутри области 
D через ее значения на границе этой области. 

а Построим окружность lr с центром в точке Zo, взяв радиус r столь 
малым, чтобы данная окружность была расположеJ''t внутри области 

(чтобы lr не пересекал а L) . 

Рис . 293 

Получим двусвязную область D 1 (заштрихо­

ванную на рис. 293), ограниченную контурами L 

и lr, в которой функция j(z) аналитична. 
z - Zo 

Тогда, согласно замечанию к теореме Коши 

(с . 545), имеем: 

f f( z )dz = f j(z)dz. 
z - Zo z - Zo 

L 1,. 

Отсюда следует: 

_1_ f j(z) dz = _1 f j(z) dz = _1_ f j(zo) + j(z ) - j(zo) dz = 
2Jri z - Zo 2Jr'i z - Zo 2Jri z - Zo 

L / " lг 

= ~j(zo) f ~ + ~ f j(z) - j(zo) dz. 
2Jrt Z - Zo 2Jrt Z - zo 

I г I" 

Но f ~ = 2Jri (см . пример 75.2) . Следовательно , z - Zo 

~ f j(z) dz = ~j(zo). 2Jri + ~ f j(z) - j(zo) dz, 
2Jrt Z - Zo 2Jrt 2Jrt Z - Zo 

L I" 

т. е. 

~ f j( z ) dz - j(zo) = ~ f j( z ) - j(zo) dz. 
2Jrt Z - zo 2JrZ Z - Zo 

L lr 

(75.6) 

Оценим разность в левой части равенства (75 .6) . Так как аналитиче­
ская функция j(z) непрерывна в точке Zo Е D, то для любого числа 
с > О найдется ЧИСJlО r > О такое, что при Iz - zol ~ r (на окружности 
lт имеем Iz - zol = r) справедливо неравенство If( z ) - j(zo)1 < с. 
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Применяя свойство 6 об оценке модуля интеграла (п. 75.1), имеем: 

I~ f j(z) dz - j(zo)1 = I ~ f j(z) - j(zo) dzl ~ 
211"2 z - Zo 211"2 Z - zo 

L /. 

/ ~ f Jj(z) - j(zo)J d / ~~2 -
"" J z"" 1I"r - €. 211" Jz - Zo 211" r 

/. 

Так как € может быть выбран сколь угодно малым, а левая часть по­

следнего неравенства не зависит от €, то она равна нулю: 

~ f j(z) dz - j(zo) = о, 
211"2 Z - zo 

L 

откуда следует формула (75.5). • 
Отметим, что интегральная формула Коши (75.5) справедлива и 

для многосвязнои области: 'каждый из контуров обходится так, чтобы 

область D оставалась слева. 
Применяя интегральную ФОРll'IУЛУ Коши, можно доказать следую­

щие теоремы-следствия. 

Теорема 75.3. Для всякой дифференцируемой в точке zo функции 
j(z) существуют производные всех порядков, причем n-я производная 
имеет вид: 

(75.7) 

Теорема 75.4. В окрестности каждой точки zo, где существует про­
изводная !,(zo), функция J(z) может быть представлена сходящимся 
рядом: 

j(z) = j(zo) + J'(ZO)(Z - zo) + Г(~O) (z - zO)2 + ... 
2. 

j(n) (ZO)n 
... + I (Z - zo) +... (75.8) 

n. 

~ Таким образом, nроuзводна.я аналumu-ч,еСJCоil фУНJC'ЦUU maJC­
-;нее ЯВJt.Яеmся аналumu-ч,еСJCоil фУНJC'Цuеil. 

Напомним, что из дифференцируемости действительной функции 
не следует даже существования второй производной (функция у = vx 



имеет производную в точке х = О, а производная этой функции ! ~ 
при х = О не существует). х 
~ Ряд (75.8) называется рядом Теi1..л,ора функции /(z) в точке zo. 

Ряд Тейлора дифференцируемой в точке zo функции существует и 
сходится к самой функции. Ряд же Тейлора для действительной функ­

ции /(х) может сходиться к другой функции или быть расходящимся. 
За.ме-ча'Нuе. Формула n-й производной функции /(z) может быть 

получена из формулы Коши 

/(z) = ~ f /Ю d~ (75.9) 
27Г2 ~ - Z 

L 

(в формуле (75.5) заменено z на ~, zo на z) путем последовательного 
дифференцирования равенства (75.9) по z: 

/(n)(z) = ~ f /Ю ~. (75.10) 
27Г2 (~ _ z)n+l 

L 

Формулы (75.5) и (75.7) можно использовать для вычисления ин­
тегралов по замкнутым контурам. 

Прuмер 75.3. Вычислить f z2d~ 4' где а) L - окружность 
L 

Izl = 1, б) L - окружность Iz - il = 2. 

Q Решение: а) функция /(z) = ~4 является аналитической в обла­
z + 

сти Izl ~ 1. В силу теоремы Коши имеем f z2d~ 4 = О. 

у 

-i 
-2i 

Рис. 294 

х 

б) На рисункеL 294 представлена область, 
ограниченная контуром интегрирования. 

В этой области Iz - il ~ 2 находится точка 
z = 2i, в которой знаменатель подынтегральной 
функции равен нулю. Перепишем интеграл в виде 

1 

f dz = f :+2; dz. 
z2 + 4 z - 2i 

L L 

Функция /(z) = z ~ 2i является аналитиче~ 
ской в данной области. Применяя интегральную 

формулу Коши (75.5), находим: 

f dz (1) I 1 7г -?-- = 2Jri -- = 2Jri- = -. 
z- + 4 z + 2i z=2i 4i 2 

L. 
• 

Прuмер 75.4. Вычислить f ~dz. 
z 

Izl=1 



Q Решение: Внутри круга и на его границе Izl = 1 функция j(z) = cosz 
аНЭJlитична. Поэтому, в силу формулы (75 .7), имеем 

f 
Izl=1 

COS Z dz = f cos z 
Z3 (z _ 0)2+1 dz = 

Izl=1 

= 22~i(coSZ)1I1 = Jri(-cosz)1 = -Jri. • 
. z=o z=o 

§ 76. РЯДЫ В КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ 
76.1. Числовые ряды 

Ряд 00 

L иn = UJ + и2 + ... + иn + ... , 
n=1 

(76.1) 

~ членами которого являются комплексные числа, называется 'Ч.u­

слови,м ря.до,м (в комплексной области). Ряд (76.1) с комплекс­
ными членами иn = аn + ibn можно записать в виде 

00 00 

L иn = L(an + ibn ) = (аl + ib1) + (а2 + ib2) + .. : + (аn + ibn ) + .. . , 
n=l n=1 

где аn и Ьn (n = 1,2,3, ... ) - действительные числа. 
ППп n 

Сумма 5 n = I: uk = I: (ak + ibk) = I: ak + i I: bk первых n 
k=1 k= 1 k=l k=1 

членов ряда (76.1) называется n-й 'ч,астu'ч:ноi1 су.м.мой ряда. 
Если существует конечный предел 5 последовательности частич-

n n 

ных сумм 5 n ряда: 5 = lim Sn = lim I: ak+i lim I: bk, то ряд (76.1) 
n-+оо n-+оо k=1 n-+оо k=l 

называется сходящuмся, а 5 - суммой ряда; если lim 5n не существу­
n-+оо 

ет, то ряд (76.1) называется расходящuмся. 
Очевидно, что ряд (76.1) сходится тогда и только тогда, когда схо­

дится каждый из рядов 

и 

00 

L ak = аl + а2 + ... + аn + .. , 
k=l 

00 

L bk = ы 1 + Ь2 + .. . + Ьn + ... 
k=1 

(76.2) 

(76.3) 

При этом 5 = 51 + i52 , где 51 - сумма ряда (76.2), а 52 - сумма 
ряда (76.3). Это означает, что исследование сходимости ряда с ком­
плексными членами сводится к исследованию сходимости рядов (76.2) 
и (76.3) с действительными членами. 
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В теории рядов с комплексными членами основные определения, 

многие теоремы и их доказательства аналогичны соответствующим 

определениям и теоремам из теории рядов с действительными членами. 

Приведем некоторые из них. 

Остатком ряда (76.1) называется разность 

00 ос> ос> 

Тn = un+l + иn+2 + ... = L Uk = L ak + i L bk. 

k=n+l k=n+l k=n+l 

Теорема 76.1 (неоБХОАИМЫЙ признак СХОАИМОСТИ РЯАа). Если 

ряд (76.1) сходится, то его общий член иn при n ~ 00 стремится 
к нулю: lim иn = О . 

n-4 00 

Ряд (76.1) называется абсолютно сход.ящимс.я, если сходится ряд 
00 

L Iunl = IUll + IU21 + ... + luHI + .. . (76.4) 
n=! 

Теорема 76.2. Если сходится ряд (76.4), то абсолютно сходится ряд 
(76.1). 

о По условию ряд с общим членом lилl = J а;, + ь;, сходится. Тогда 
в силу очевидных неравенств lanl ~ Ja;, + b~ и Ibnl ~ Ja;' + b~ и на 

00 

основании признака сравнения (теорема 60.1) .сходятся ряды L lanl и 
n=l 

ос> 

L Ibnl· Отсюда следует сходимость рядов (76.2) и (76.3), а значит, и 
n=l 
абсолютная сходимость ряда (76.1). • 
~ Если ряд абсолютно сходится и имеет сумму S, то ряд, полученный 

из него перестановкой членов, также сходится и имеет ту же сумму 

S, что и исходный ряд. 
Абсолютно сходящиеся ряды можно по член но складывать и пе­

ремножать. 

~ При исследовании на сходимость рядов с комплексными членами 
применимы все известные из действительного анализа признаки 

сходимости знакопостоянных рядов , в частности признак Даламбера: 

если существует lim I иn+l I = {, то при l < 1 ряд (76.4) абсолютно 
n-4 00 иn 

сходится, а при l > 1 - расходится . 



76.2. Степенные РЯДЫ 

~ Стеnе'Нн:ы,м рядом в комплексной области называют ряд вида 
00 

L CnZ
n = СО + CI Z + C2 Z2 + ... + CnZ

n + ... , 
n=о 

(76.5) 

где СП - комплексные числа ('К:оэффu'Цuенmы. ряда), z = х + iy - ком-

плексная переменная. 

Рассматривают также и степенной ряд вида 

00 

2:= Cn(Z - zo)n, 
n=о 

(76.6) 

который называют рядом по степеням разности z - ZO, Zo - комплекс­

ное число. Подстановкой z - Zo = t ряд (76.6) сводится к ряду (76.5). 
Ряд (76.5) при одних значениях аргумента z может сходиться, при 

других - расходиться. 

~ Совокупность всех значений z, при которых ряд (76.5) сходится, 
называется областью сходимости этого ряда. 

Основной теоремой теории степенных рядов является теорема Абе­

ля, устанавливающая область сходимости степенного ряда. 

Теорема 76.3 (Абель). Если степенной ряд (76.5) сходится при 
z = Zo =j:. О (в точке zo), то он абсолютно сходится при всех значе­
ниях z, удовлетворяющих условию Izl < Izol. 

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы Абе­

ля в действительном анализе (теорема 63.1). 

Сл~ствие 76.1. Если ряд (76.5) расходится при z = zo, то он расхо­
дится при всех значениях z, удовлетворяющих условию Izl > Izol (Т. е. 
вне круга радиуса IZol с центром в начале координат). 

Из теоремы Абеля следует существование числа R = Izol тако­
го, что при всех значениях z, удовлетворяющих неравенству Izl < R, 
степенной ряд (76.5) абсолютно сходится. Неравенству Izl < R удовле­
творяют точки комплексной области, лежащие внутри круга радиуса 

R с центром в точке z = О. 

~ Величина Izol = R называется радиусом сходимости ря-
да (76.5), а круг Izol < R - 7f,ругом сходимости ряда. В круге 

Izol < R ряд (76.5) сходится, вне этого круга - расходится; на окруж­
ности Izol = R могут располагаться как точки сходимости, так и точки 
расходимости ряда. 



Принято считать, что R = О, когда ряд (76.5) сходится в одной точ­
ке z = О; R = 00, когда ряд сходится на всей комплексной плоскости. 

Кругом сходимости ряда (76.6) является круг Iz - zol < R с центром в 
точке z = zo. 

Радиус сходимости 

R = lim 1.....fzL1 (или R 
n .... оо Сn+1 

ряда (76.5) можно вычислить по формуле 

1 \.IICJ ), получаемой после примене­
lim n Icnl 

n .... оо 
ния признака Даламбера (или Коши) к ряду из модулей его членов 

исходного ряда. 

Приведем (без доказательств) некоторые сво71сmва степенного ря-

да. 

1. Сумма степенного ряда внутри круга его сходимости есть ана­
литическая функция. 

2. Степенной ряд внутри круга сходимости можно почленно диф­
ференцировать и почленно интегрировать любое число раз. Получен­

ный при этом ряд имеет тот же радиус сходимости, что и исходный 

ряд. 

00 n 
Прu.мер 76.1. Найти область сходимости ряда L ~. 

n=о n. 

Q Решение: Здесь сп = ~!' сn+l = (n ~ 1)!' 

R = lim I ~ I = lim (n + l)! 
n .... оо Сп+1 n .... оо n! 

lim (n + 1) = 00, 
n .... оо 

Т. е. R = 00. Следовательно, областью сходимости является вся плос­

кость z. • 

00 (z i)n 
Прu.мер 76.2. Найти область сходимости ряда n~o (n;- 1)2n. 

1

2n+
1
(n + 2) I Q Решение: Здесь R = nl~~ (n + 1)2n = 2. Данный ряд сходится в 

qбласти Iz - il < 2. • 

Прu.мер 76.3. Определить радиус сходимости ряда 

и исследовать сходимость ряда в точках ZI = О, z2 = i, z3 = 3 - 2i. 
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Q Решение: Воспользуемся признаком Даламбера. Здесь 

Iz2n l Iz2
n+21. I иn+l I . Iz2n

+
21Vn 2 lunl= г.::' IUn+ll= ~, 11т -- = 11т гп+1 2 =Izl· 

уn уn+l n->оо иn n->оо n+llz nl 
Ряд сходится при всех z, удовлетворяющих неравенству Izl2 < 1, т. е. 
Izl < 1. Кругом сходимости является круг с центром в точке z = О и 
радиусом 1. 

Точка ZI = О лежит внутри круга сходимости, в этой точке ряд 
сходится абсолютно. Точка z2 = i лежит на границе круга сходимости, 
в этой точке ряд может сходиться (абсолютно или условно) и расхо­

диться. Подставляя значение z2 = i в выражение общего члена ряда, 

(i)2n (1)n+l (1)n ( 1)2n+l 
получим (_1)n+l = - - = - = __ 1_. Числовой vn vn vn vn 
ряд с общим членом иn = fп расходится согласно интегральному при-
знаку Коши (теорема 60.5). Следовательно, в точке Z2 = i степенной 

00 2n 
ряд L (_1)n+l Z г.:: расходится. 

n=о уn 
Точка zз = 3 - 2i лежит вне круга сходимости, ряд в этой точке 

расходится. • 

76.3. РЯА Тейлора 

Теорема 76.4. Всякая аналитическая в круге Iz - zol < R функция 
I(z) может быть единственным образом разложена в этом круге в 

степенной ряд 
00 

I(z) = L cn(z - zo)n, (76.7) 
n=о 

коэффициенты которого определяются формулами 

С'n = '----/(_n)--'---(z---'--o) = _1 f IЮ, d(: ( ) 
- , ~l <, n = 0,1,2,3, ... , 

n. 2ni (( - zo)n, 
(76.8) 

lr 

где [т - произвольная окружность с центром в точке zo, лежащая 
внутри круга. 

Степенной ряд (76.7) называется рядом Теuлора 
для функции I(z) в рассматриваемом круге. 

О Возьмем произвольную точку z внутри данного кру­
га и проведем окружность с центром в точке Zo и ра­
диусом r < R так, чтобы точка z находилась внутри 
круга Iz - zol < r (см. рис. 295). 

i) 
... 

...... .. .. . 
.... . ",z, .'. 
. г····· 

... ... ZO . ... . .. .. . 
:: "н -: . : ... ~r· . 

Рис. 295 



Так как функция j(Z) аналитична в круге Iz - zol < т и на его гра­
нице lr, то ее значение в точке z можно найти по формуле Коши (75.9): 

j(z) = -21. f !(~) d1" где ~ - точка на окружности lr· Имеем: 
JrZ <, - Z 

I • 

1 1 1 
~ - z - (~- zo) - (z - zo) = (~- zo) (1 - (_;~) 

1 
"FZO 
1-~ 

{-zo 

Так как Iz - zol < I~ - Zol, то I ~ =: ;~ I < 1, следовательно, выражение 
1 

"FZO можно рассматривать как сумму членов бесконечно убываю-1 _ Z-Zo 

{-zo 

щей Геометрической прогрессии с первым членом ~ и знаменате­
<, - Zo 

z - zQ 
лем с . Таким образом, 

<, - Zo 

1 1 z - Zo (z - zo)2 (z - zo)n 
~ - Z = ~ - Zo + (~- zO)2 + (~- zо)з + ... + (~- zo)nH + ... 

Умножим обе части этого равенства на величину -21.f(~) и проинте­
JrZ 

грируем его почленно по контуру lr. Получим: 

2 1 f fЮ n 1 f fЮ +(z-zo) -2' ( )зd~+ ... +(Z-ZQ) -2' (~ )n+ld~+ ... , 
JrZ ~ - Zo JrZ - Zo 

~r lr 

f( ) - ~ ( )n 1 f fЮ d~ f( ) - ~ ( )n т. е. z - L... z - Zo Г ( )n+l ,или z - L... сп Z - Zo , 
n=о JrZ ~ - Zo n=о 

I • 

- 1 f fЮd~ -где сп - -2' ( )n+1 (n - 0,1,2, ... ). Используя формулу (75.10), 
JrZ ~ - Zo 

1,. 

получим представление коэффициентов ряда через n-е производные 
f(n)(zo) 

функции f(z) в точке zo: сп = I (n = 0,1,2, ... ). 
n. 

Таким образом, мы получили разложение функции f(z) в сте­

пенной ряд (76.7) , коэффициенты которого определяются по форму­
лам (76.8). 

Докажем единственность этого разложения. 

Допустим, что функция f(z) в круге Iz - zol < R представлена 
другим степенным рядом 

f(z) = Ьо + Ь 1 (z - zo) + b2(z - zO)2 + ... + bl1 (z - zo)n + ... 



Последовательно дифференцируя почленно этот ряд бесконечное чи­

сло раз, будем иметь: 

j'(z) = Ь 1 + 2b2 (z - zo) + 3Ьз (z - ZO)2 + ... + nbn(z - zo)n-l + ... , 
j//(z) = 2Ь2 + З· 2Ьз (z - zo) + ... + n(n - l)bn(z - zo)n-2 + ... , 
jlll(Z) = 3 · 2Ьз + ... + n(n - 1)(n - 2)bn (z - zо)n-з + ... , 

... . ..................... , 

j(n)(z) = n! . Ьn + (n + 1)! . Ьn+ 1 . (z - zo) + ... , 

Полагая в этих равенствах, а также в исходном ряде z = Zo, полу­
. _ _ , _ j//(zo) _ j(n)(zo) _ 

чаем. Ьо - J(zo), Ь 1 - j (zo), Ь2 - 2! , ... , ьn - n! , ... Сравни 

вая найденные коэффициенты Ьn ряда с коэффициентами ряда (76.7), 
устанавливаем, что Ьn = сп (n = О, 1,2, ... ), а это означает, что указан­
ные ряды совпадают. 

Функция j(z) разлагается в степенной ряд единственным обра-
~M. • 

Приведем разложения некоторых элементарных функций в ряд 

Тейлора (Маклорена): 

z z2 zЗ 
e

Z = 1 + l! + 2! + 3! + ... , 
z3 z5 z7 

sin z = z - З! + 5! - 7т + ... , 
Z2 Z4 z6 

cosz = 1 - -2' + 1" - -6' + ... , . 4. . 
z2 z3 

ln(l + z) = z - "2 +"3 - ... , 

(1 ) С> _ о: 0:(0: - 1) 2 0:(0: - 1)(0: - 2) з 
+ z - 1 + ,Z + 2' z + 3' z + ... 1.. . 

Первые три разложения справедливы во всех точках комплексной 

плоскости, последние два - в круге Izl < 1. 
~ Заменив z на iz в разложении функции eZ

, получим: 

. (')2 (')3 
eiz = 1 + 2Z + ~ + ~ + ... = 

1! 2! З! 

= (1 - ~~ + ~: - .. .) + i (z - ~: + ~: - ... ), 

т. е. формулу Эйлера eiz = cos z + i sin z. 
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76.4. Нули аналитической функции 

Как показано выше , всякая функция 1 (z), аналитическая в окрест­
ности точки zo, разлагается в этой окрестности в степенной ряд (76.7): 
коэффициенты которого определяются по формулам (76.8). 
~ Точка Zo называется нулем фуюс'Цuu I(z), если I( zo) = о. в 

этом случае разложение функции I(z) в окрестности точки Zo в 

степенной ряд не содержит нулевого члена, т. к. со = I(zo) = о. Если не 
только со = о, но и Сl = С2 = ... = Ст-l = о, а Ст f=. о, то разложение 
функции I(z) в окрестности точки Zo имеет вид 

I(z) = Cm(z - zo)m + Cm+l(Z - zo)m+l + ... + Cn(z - Zo)n + ... , (76.9) 

а точка Zo называется 'Нулем 'Крат'Ности т (или нулем т-го порядка) . 

Если т = 1, то Zo называется простым 'Нулем. 
Из формул (76.8) для коэффициентов ряда Тейлора следует, 

что если Zo является нулем кратности m функции I(z) , то I( zo) = 
= /'(zo) = ... = l(m-l)(zО) = о , но I(m) (zo) f=. о . в этом случае пред­
ставление функции степенным рядом (76.9) можно переписать в виде 
I(z) = (z - ZO)m<p(Z), где 

<p(z ) = Ст + Ст+l (Z - Zo) + ... (76.10) 

Для функции <p(Z) точка z = Zo уже не является нулем , так как <p(zo) = 
= Ст f=. о. 
~ Справедливо и обратное утверждение: если функция I( z ) имеет 

вид (76.10), где m - натуральное число, а <p(z) аналитична в точке 
zo, причем <p( zo) f=. о , то точка Zo есть нуль кратности m ФУнкции/(z). 

76.5. РЯА Лорана 

Теорема 76.5. Всякая аналитическая в кольце r < Iz - zol < R 
(о ~ r < R ~ 00) функция 1(z ) может быть разложена в этом кольце 
в ряд 

+ 00 

1(z ) = L cn(z - zo)n , (76.11) 
n=-оо 

коэффициенты которого определяются формулой 

С - 1 f 1(0 
n - 21l"i (~ _ zo)n+l dE, 

L 

(n = о, ±1, ±2, ... ), (76.12) 

где L - произвольная окружность с центром в точке zo, лежащая 
внутри данного кольца. 



Ряд (76.11) называется рядом Лорана Для функции j(Z) в рассма­
триваемом кольце. 

Q Возьмем произвольную точку z внутри кольца r < Iz - zol < R и 
проведем две окружности L 1 и L 2 С центрами в точке Zo так, чтобы 

точка Z была между ними и каждая окружность находилась внутри 

данного кольца (см. рис. 296). 
Функция j(z) аналитична в кольце ме­

жду окружностями L 1 И L 2 И на самих окруж­

ностях. Поэтому по формуле Коши для мно­

госвязной области имеем: 

jЮ d~ = 
~-z 

Рис. 296 

где обе окружности L! и L2 обходятся против часовой стрелки. 

Преобразуем слагаемые, стоящие в правой части равенства (76.13), 
рассуждая, как и при выводе формулы Тейлора. 

На окружности L 2 выполняется неравенство Iz - zol < I~ - zol, или 

I ~ - Zo I < 1. Поэтому дробь ~ можно JIредставить в виде 
." - Zo ." - Z . 

1 1 1 = ~--~--~--~ 
~ - z (~ - zo) - (z - zo) (~ - zo) (1 - E::::;~) 

1 z - Zo (z - zo) n 

= ~ - Zo + (~ - zO)2 + ... + (~ - zo)n+l + ... 

Тогда 

Про интегрируем это равенство по контуру L 2 : 

... + (z - zo) n ~ f 
2Пl 

L2 



т. е. 2~i f !~Чdf, == n~o cn(z - zo)n, где 
L2 

сп == ~ f f(O n+l df. (n == 0,1,2, ... ) 
271'z (f. - zo) 

L2 

f(n) (z ) 
(здесь cn :j:. 1 о, так как функция /( z ), возможно, не аналитична n. 
в точке zo). 

На окружности L 1 имеем If. - zol < Iz - zol, т. e·1 {- Zo I < 1. Тогда 
z - Zo 

1 1 1 1 
== ------------== == 

z - f. (z - i o) - (f. - zo) (z - zo)(I- ~:::::~) f.-z 

== _ ( __ 1 __ + f. - Zo 2 + ... + (f. - ZOl:l + ... ) . 
z .- Zo (z - zo) (z - zo) 

Значит, 

_~f(f.) =~~+~ f.-zo fЮ+ .. . +~ (f.-zo)n /(0+ ... 
271'2 f.-z 271'2 (z-zo) 271'z (Z-ZO)2 271'2 (z-zo)n+l . 

Проинтегрируем это равенство почленно по контуру L 1 : 

- _1 f fЮ df, == 
271'i f. - z 

L, 

== (z - ZO)-l ~ f f(f.) df, + (z - zO)-2 ~ f f(f.)(f. - zo) df. + ... 
271'2 271'2 

L, L, 

... + (z - zo)-(n+l) 2~i f f(f.)(f. - zo)n df, + ... = 

== f(z - zo)-n 2~i f f(f.)(f. - zo)n-ldf" (76.15) 
n=! L, 

т. е. -2~i f !~Чdf, = n~1 c-n(z - zo)-n , где 
L, 

с-n = -21. f ( f(~~n+l df. (n = 1, 2, З, .. . ). 
71'2 f. - Zo 

L, 

Подставив разложения (76.14) и (76.15) в равенство (76.13), получим 

00 00 +00 

/(z) = L cn(z - Zo)n + L C-n(z - zo)-n = L Cn(z - zo)n. 
n=О n=! n=-оо 
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Формулы для коэффициентов с.n И С-n можно объединить, взяв 
вместо контура L 1 и L 2 любую окружность L с центром в точке Zo, 

лежащую в кольце между L 1 и L 2 (следует из теоремы Коши для мно-

госвязной области): сп = 2~i f (~!~~~n+l df. (n = О, ±1, ±2, ... ). • 
L 

Можно доказать, что функция f( z ), аналитическая в данном коль­
це r < Iz - zol < R, разлагается в ряд Лорана (76.11) единственным 
образом. 

Ряд Лорана для функции 

+ 00 00 00 

l(z) = n~oo cn(z - zo)n = ; cn(z - zo)n + ~ (z ~-;o)n 

состоит из двух частей. Первая часть ряда Лорана, т. е. ряд 

00 

11(Z) = 2=:Cn(z - zo)n, 
n=о 

~ называется nравu..л:ьноi1. -частью ряда Лоранаj этот ряд схо­

дится К ана.питическоЙ функции 11 (z) внутри круга Iz - zol < R. 
Вторая часть ряда Лорана, т. е. ряд 

00 

12(Z) = L ( с-n )n, 
n=1 Z - Zo 

называется г.лавноi1. -частью ряда Лорана; этот ряд сходится к 

аналитической функции f2(Z) вне круга Iz - zol > т. 
+00 

Внутри кольца r < Iz - zol < R ряд L cn(z - zo)n сходится К 
n=-оо 

аналитической функции f(z) = fl(z) + f2(Z). 
В частности, если функция f(z) не имеет особых точек внутри кру­

га Iz - zol < R, то ее разложение в ряд Лорана обращается в ряд Тей­
лора. 

За.ме'Ч,шнuе. На практике при разложении функции в ряд Лорана 

используют известные разложения основных элементарных функций; 

дробь вида _1_ разлагается в ряд, являющийся рядом геометриче­
z - Zo 

1 ской прогрессии; дробь вида ( )k' где k > 1 - целое, разлагается 
z - Zo 

в ряд, который получается из ряда геометрической прогрессии после-

довательным дифференцированием (k -1) разj сложная дробь предста­
вляется в виде суммы простеtlших дробеtl. 

Прu..мер 76·4. Разложить в ряд Лорана функцию f(z) 
окрестности точки Zo = О . 



Q Решение: Воспользуемся известным разложением 
и u2 un 

еи = 1 + , + , + . . . + , + ... , 
1. 2. n. 

справедливым на всей комплексной плоскости. Положив и = 1, полу­
z 

чим 1 1 1 1 ' 
e Z = 1 + -,- + --2 + ... + ---тn + ... , z =J. о. • 

l .z 2!z n.z 

Прu.м.ер 76,5, Разложить в ряд Лорана функцию 

1 
j(z) = z2 _ z - 6 

в окрестности точки Zo = О . 

Q Решение: Функция имеет две особые точки: zl = -2 и Z2 = 3,. Она 
аналитична в областях: а) О ~ Izl < 2; б) 2 < Izl < 3; в) Izl > 3. 

Представим функцию j(z) в виде j(z) = ! С ~ 3 - z l2) ' 

а) В круге Izl < 2 (рис. 297) имеем: 

_1_ =_~~ =_~ (1+:' + z: + ... ) (здесь 1:'з1 < 1, т. е . Iz l <3)' 
z-3 31 - з 3 3 3 

- Z~2=-~1~1 =-~(1-~+;:- .. ) (здесь 1-~I<I,т.е.lz l<2). 
Следовательно, 

j(z) = z2 _l
z 

_ 6 = -~ ~ Cn~l + (_1)n 211~l )zn = 
n-о 1 1 7 

= - - + -z - __ z2 + ... 
6 36 27·8 ' 

ряд Лорана функции j(z) обращается в ряд Тейлора. 
б) В кольце 2 <: Izl < 3 (рис. 298) имеем: 

(Izl < 3), 

_1_ = ~ . _1_. = ~ (1 _ ~ + 22 _ ... ) 
z + 2 z 1 + ~ z z z2 

Z 

1 2 22 
= +- - '2 + 3' - ... (Izl > 2). 

z z z 

Следовательно, 



у у 

Рис. 297 Рис . 298 

в) В области Izl > 3 (рис. 299) имеем: 

....... . ... у. ..... . . 

Рис. 299 

_1_ = ~ . _1_ = ~ (1 + ~ + з2 + ... )' (lzl > 3), 
z - 3 z 1 - 1 z z z2 

z 

Z : 2 = ~ 1 ~ ~ = ~ (1 - ~ + ~: - .. . ) (Izl > 2). 

Следовательно, 

76.6. Классификация особых точек. 
Связь между нулем и полюсом функции 

• 

Как уже знаем , особоi1 то'Ч,х;оi1 функции l(z) называется точка, в 
которой функция не является аналитической. 

Е§] Особая точка z = zo функции l(z) называется 'Uзо.л:uрова-н-ноi1., 
если в некоторой окрестности ее функция l(z) не имеет других 

особых точек. 

Если zo - изолированная особая точка функции l(z), то суще­
ствует такое число R > О, что в кольце О < Iz - zol < R функция 
I( z ) будет аналитической и, следовательно, разлагается в-ряд Лора-

00 00 

на (76.11) : I(z) = 2:= cn(z - zo)n + 2:= ( СП )n. 
n=о n=] Z - Zo 

При этом возможны следующие случаи: 

l§I 1) Ряд Лорана не содержит главной части, т. е. в ряде нет членов с 
отрицательными показателями . В этом случае точка Zo называется 

ycmpaH'UMoi1. особоi1. mо'Ч'lCОi1. функции l(z) . 
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~ 2) Разложение Лорана содержит в своей главной части конечное 
число членов, т. е . в ряде есть конечное число членов с отрица­

тельными показателями. Б этом случае точка Zo называется Тюлюсо.м 
функции j(z). 
~ 3) Разложение Лорана содержит в своей главной части бесконеч­

ное множество членов, т. е. в ряде ес,ТЬ бесконечно много членов 

с отрицательными показателями. Б этом случае точка Zo называется 
существенно особоu. то'Ч,'lCОu. функции j(z) . 

Укажем особенности поведения аналитической функции j(z) в 

окрестности особой точки каждого типа. 

Устранимые особые точки 

Если Zo - устранимая особая точка, то в окрестности точки Zo 
со 

разложение (76.11) имеет вид f(z) = 2: Cn(Z - zo)n. Это разложение 
n=о 

справедливо во всех точках круга Iz - zol < R, кроме точки z = Zo. 
Если положить j(ZO) = Со, где со = lim f(z) (т. е. определить функ-

z---tzQ 

цию j(z) В точке zo), то функция j(z) станет аналитической во всем 
круге Iz - zol < R (включая его центр z = zo); особенность точки Zo 
устраняется, точка Zo становится правильной точкой функции f(z)). 

Из равенства lim j(z) = со (Со i- 00) следует, что в достаточно ма-
z-tzQ 

лой окрестности устраняемой особой точки Zo функция j(z) является 
ограниченной. 

~ Справедливо и обратное утверждение : изолированная особая 

то'Ч,'ICa z = zo является устрани.мои, если существует 'lCO­

не'Ч,ныu. предел lim j(z) = А. 
z---tZQ 

Полюсы 

Если Zo - полюс, то в окрестности точки zo разложение (76.11) 
_ со n С-l С-2 С-т 

имеет вид j(z) - 2: cn(z - zo) + -- + ( )2 + ... + ( )т, 
n=О Z - zo z - zo z - Zo 

где с-т i- О . Б этом случае полюс Zo называется полюсом т-го nор.я.д1>а 
функции j(z) ; если т = 1, то полюс Zo называется простым. 

Запишем последнее равенство в виде 

jCz) = (z _l
z0

)m (Cz - zo)ffi f cn(z - zo)n + Cl(Z - zо)ш-l+ 
n=О 

+ C-2(Z - zO)m-2 + ... + с-т) 
или 

j (z) = -,--o:.g..:...( z-,-:-) = 
(z - zо)Ш , (76.16) 



где g(z) - аналитическая функция, причем g(zo) = С-т -:j:. О. Отсюда 

следует, что J(z) -+ 00 при z -+ zo, т. е. в достаточно малой окрестности 
полюса функция j(z) бесконечно велика. 
~ Справедливо и обратное утверждение: изолированна.я особа.я 

то'ч:х:а z = Zo является полюсом, если lim j(z) = 00 . 
z-tzo 

Из равенства (76.16) имеем (z - zo)ffi j(z) = g(z). Отсюда получаем 
удобный способ определения порядка полюса Zo: если 

lim (z - zo)ffi J(z) = С-т (С-т f= О, С-т -:j:. 00), (76.17) 
Z~20 

~ тЬ точка Zo есть полюс т-го порядка. 
Имеется связь между нулем и полюсом функции. 

Теорема 76.6. Если точка Zo - нуль т-го порядка функции J(z). то 
Zo является полюсом т-го порядка функции J(lz ); если точка Zo -

полюс т-го порядка функции j(Z). то Zo является нулем т-го порядка 
1 

функции j(Z)' 

а Докажем первую часть теоремы. Пусть z Zo есть нуль 
т-го порядка для функции j(z). Тогда имеет место равенство 

j(z) = (z - zo)7n<p(z), где <p(z) аналитична в точке zo, причем <p(zo) -:j:. О. 

Тогда (z - zo)nl j(z) = <p(z) и }.т;о ((z - zo)m J(z)) = <P(~o) f= о (-:j:. 00), 

Это означает (см. (76.17)), что для функции j(z) точка z = Zo является 
полюсом т-го порядка. Вторая часть теоремы (обратной) доказывает­

ся аналогично. • 

Существенно особая точка 

Если Zo - существенно особая точка, то, как доказывается (тео­

рема Сохоцкого-Вейерштрасса), в достаточно малой окрестности точ­

ки Zo функция j( z ) становится неопределенноЙ. В такой точке анали­
тическая функция не имеет ни конечного, ни бесконечного предела. 

Выбирая различные последовательности точек {zn}, сходящихся К су­
щественно особой точке zo. можно получать различные последователь­
ности соответствующих значений функций, сходящиеся к различным 
пределам . 

I 
Прuмер 76.6. Определить тип особенности функции j(z) = е; в 

точке z = О. 



1 
а Решение: Функция] (z) = е z в окрестности точки z = О имеет следу-

1 00 

ющее лорановское разложение: e Z = L 4п (см . при мер 76.4). Точка 
n=о n.z 

z = О является существенно особой точкой. Если z --+ О вдоль положи-
1 1 

тельной части действительной оси, то lim е z = lim е Х = +00; если 
,--+о х --+о+о 

1 
z --+ О вдоль отрицательноi1 части действительной оси , то lim е z = 

z--+o 
1 

lim е Х = О. 
х--+о-о • 

За.ме-ч,шнuе. Классификацию изолированных особых точек можно 

распространить на случай , когда особой точкой функции j(z) является 
бесконечно удаленная точка, z = 00. 

Окрестностью точки z = 00 называют внешность какого-либо кру­

га с центром в точке z = О и достаточно большим радиусом R (чем 
больше R, тем меньше окрестность точки z = 00). 

Точку z = 00 называют изолированной особой точкой , если' в не­

которой окрестности ее нет дру гих особых точек функции ](z) . 
Бесконечно удаленная изолированная особая точка может оказать­

ся устранимой особой точкой, полюсом порядка m или существенно 
особой точкой . В первом случае лорановское разложение функции ](z) 
в окрестности точки z = 00 не имеет членов с положительными показа-

телями, во втором - имеет их лишь конечное число , в третьем случае 

в разложении имеется бесконечно много членов с положительными по­

казателями. 

E§I Изучение функции ](z) в окрестности точки z = 00 можно свести 

путем подстановки z = 6 к изучению функции j ( 6) в окрестно­
сти точки z = О. 

Прu.мер 76.7. Найти особые точки функции j(z) = ~. 
z 

а Решение: Особой точкой функции j(z) является z = О. Найдем пре­

дел функции при z --+ О: lim ~ = lim sin z -!з- = 00. Следовательно, 
z--+o z '--+О z z 

точка z = О является полюсом. Можно убедиться, что lim z2~ = 00 , 
,--+о Z 

lim z3 ~ = 1 =1- О. Следовательно (см. (76.17)), точка z = О - полюс 
Z--+O z 
третьего порядка. • 

Прu.мер 76.8. Исследовать особенности функции 

j( z ) = z + 3 . 
z (z + 2)(z - 1)2 



а Решение: Для данной функции точки z! = О и z2 = -2 - простые 
полюсы, zз = 1 - полюс второго порядка. • 

Прuм,ер 76.9. Выяснить поведение функций j(z) = z ~ 3 ' g(z) = 
2 

= ~ В окрестности точки z = 00. 
l+ z 

а Решение : Сделаем подстановку z = Ь· Тогда функция j(z) = z ~ 3 

примет вид j (t) = 1 _W3w ' При условии 13wl < 1 имеет место разло­

жение j (t) = w (1 + 3w + (зw)2 + ... ). Возвращаясь к старой пере мен­
ной, имеем 

1 1 ( 3 з2 ) 1 3 з2 00 3n 

j(z) = --3 = - 1+-+2"+' " = -+2"+з+ '" = '" -:--+1 ' Izl > 3. z - z z z z z z ~ ZN 
n=о 

Поэтому точка z = 00 является устранимой особой точкой (см. послед-

нее замечание). 2 

tI/I0ЖНО убедиться, что z = 00 для функции g(z) = ~ является 
1+z 

правильной точкой. • 

§ 77. ВЫЧЕТ Функции 
77.1. Понятие вычета и основная теорема о вычетах 

~ выч,еmом, аналитической функции j( z) в изолированной особой 
точке Zo называется комплексное число, равное значению интегра-

ла 2~i f j(z) dz, взятого в положительном направлении по окружно­
L 

сти L с центром в точке zo, лежащей в области аналитичности функции 
j(z) (Т. е. 13 кольце О < Iz - zol < R). 

Обозначается вычет функции j( z) в изолированной особой точке 
Zo символом Resj(zo) или Res(f(z);zo) . Таким образом, 

Res j( zo) = -21 . f j( z) dz. 
7П 

L 

Если в формуле (76.12) положить n = -1, то получим 

(;-1 = ~ f j( z) dz или Res j(zo) = C-I, 
2JrZ 

L 

(77.1 ) 

~ т. е. вычет функции j( z) относительно особой точки Zo равен коэф­
фициенту при первом члене с отрицательным показателем в раз­

ложении функции j(z) в ряд Лорана (76.11). 



Теорема 77.1 (Коши). Если функция j(z) является аналитической 
в замкнутой области D, ограниченной контуром L, за исключением 
конечного числа особых точек zk (k = 1, 2, . .. , n), лежащих внутри 
области D, то n 

f j(z) dz = 2Ki L Res j(Zk). (77.2) 
L k=l 

о Вокруг каждой особой точки zk опишем окружность lk так, чтобы 
она целиком содержалась в области D, не содержала внутри других 
особых точек и чтобы никакие две из этих окружностей не имели общих 

точек (см. рис. 300). 
Тогда на основании теоремы Коши для многосвязной области (см. 

замечание на с. 545) имеем : 

f j (z) dz = f j (z) dz + f j (z) dz + .. . + f j (z) dz, 
L 11 12 In 

где при интегрировании все контуры обходятся против часовой стрел­

ки. Но, согласно формуле (77.1), имеем: 

f j( z) dz = 2Ki Resj(ZI), 

f j(z) dz = 2Ki Res j(Z2), 
12 

f j(z)dz = 2KiResj(zn). 

Рис. 300 
I n 

Следовательно, 

f j( z)dz = 2KiResj(zl) + ... + 2KiResj(zn), 
L 

т. е. f j(z) dz = 2Ki k~l Resj(zk)' 

77.2. Вычисление вычетов. Применение вычетов 
в вычислении интегралов 

• 

Правuлъ'Н:ые uлu устранимые особые то'Чх;u. Очевидно, если 
z = Zo есть правильная или устранимая особая точка функции j(z), 



то Res I(zo) = о (в разложении Лорана (76.11) в этих случаях отсут-
ствует главная часть, поэтому С-I = О). . 

Полюс. Пусть точка zo является простым полюсом функции I(z) . 
Тогда ряд Лорана для функции I(z) в окрестности точки zo имеет вид 

00 с 
f(z) = 2: Cn(z - ZO)n + --=L.. Отсюда 

n=О Z - Zo 
00 

n=О 

Поэтому, переходя в этом равенстве к пределу при z -t ZO, полу-

чаем I Res I( zo) = С-I = )~П;О (z - zo)f(z)·1 (77.3) 

За.ме"tа'Нuе. Формуле (77.3) для вычисления вычета функции I(z) 
в простом полюсе можно придать другой вид, если функция f(z) явля­
ется частным двух функций, аналитических в окрестностях точки zo. 

Пусть j( z ) = ~(;f' где <p(Zo) i= О , а 9(Z) имеет простой нуль при 
z = Zo (т. е. 9(zo) = 0,9'(Zo) i= О). Тогда, применяя формулу (77.3), 

. _ . <p(z) _. <p(z) _ <P(zo) . 
имеем . Resj(zo) - )~~(z - zo)9Гz) - z~n;o 9(Z)-9(ZO) - 91(Zo)' Т. е. 

z-zo 

(
<p(z) ) <p(zo) 

Res M;zO =~. (77.4) 

Пусть точка Zo является полюсом т-го порядка функции I(z). То­
гда лорановское разложение функции I(z) в окрестности точки Zo име-

_ 00 n С-I С-2 С-т 
ет вид j(z ) - n~o C,,(Z-zo) + z _ Zo + (z _ zO)2 + .. . + (z _ zo)ffi' Отсюда 

00 

(z- ZO)''' j(z ) = 2: Cn(z-ZО)n+m+С_m +C-т+I (z-ZO)+, . '+СI (z-zО)m-I. 
,,=0 

Дифференцируя последнее равенство (т - 1) раз, получим: 

(["'-1 

dzm- I ( z - zo)'''/(z ») = 

00 

= (m-l)!Сl + L сn (n+т)(n+т-1)(n+т- 2) . . . (n+2)(z-zo)n+l. 
n=о 

Переходя здесь к пределу при z -7 Zo, получаем 

1 ([",-! 
Resj(zo) = ( 1)' lim d т-l (z - zo)m/(z»). 

т - . Z-+Zo Z 
(77.5) 

Существе'Н'Но особая mO"t1Ca. Если точка Zo -- существенно особая 
точка функции /(z), то для вычисления вычета функции в этой точке 



обычно непосредственно определяют коэффициент С-l в разложении 

функции в ряд Лорана. 

Прuмер 77.1. Найти вычеты функции I(z) = i + 24 в ее особых 
z - z 

точках. 

<) Решение: Особыми точками функции I(z) являются: ZI = 1 - про­

стой полюс, z2 = О - полюс третьего порядка (т = З). Следовательно, 
по формуле (77.4) имеем Res(f(z); 1) = ( f + 24)' I = з1 ~ 42 = -з. 

z - z z=1 

Используя формулу (77.5), находим: 

1 ( z + 2 ) 11 1 (+ 2) 11 1 Res(f(z); О) = -, lim (z-0)3 3 4 = - lim _z - = -·6 = З .• 
2. z-+o z - z 2 ,-+о 1 - z 2 

1 
Прuмер 77.2. Найти вычет функции I(z) = e Z в особой точке 

z = О. 

<) Решение: Лорановское разложение данной функции в окрестности 
точки z = О было найдено в примере 76.4. Из него находим С-l = 1, 
т. е. Res(f(z); О) = 1. • 

Теорема о вычетах часто используется для вычисления интеграла 

от функции комплексного переменного по замкнутому контуру. 

Прuмер 77.3. Вычислить f (z _ 1)1(z2 + 1)' где L - окружность 
L У 

Iz - 1 - il = V2. 

<) Решение : Функция I(z) = (z _ l)i(z'2 + 1) имеет 
в круге Iz - 1- il < v2 (см . рис . З01) простой полюс 
ZI = i и полюс второго порядка Z2 = 1. При меняя 
формулы (77.2), (77 . З) и (77.5), получаем : 

о х 

Рис. 301 

f dz .( . 
( )2( 2 ) = 27Г~ Res(f(z );~) + Res(f(z) ; 1)) = 
z-l z +1 

L 

= 27Гi [lim z - i + ~ lim ((z _1)2-:--_-:-;;-1:-;;-_-,-)'] 
z-+i (z - 1)2(z + i)(z - i) 1! н1 (z - 1)2(z2 + 1) 

= 7Г! 1т + 1т = 27Г! - - - = --2 '(1' 1 l' -2Z) "(1 1) 7Гi 
z-+i (z - 1)2(z + i) нl (z2 + 1)2 4 2 2 . • 

570 



2". 

Определенный интеграл вида J R(sin х; cos х) dx с помощью заме-
о 

ны z = eix в некоторых случаях удается преобразовать в интеграл по 
замкнутому контуру Izl = 1 от функции комплексного переменного, к 
которому уже применима основная теорема о вычетах. 

Прu.мер 77.4. Вычислить с помощью вычетов интеграл 

1= 
2". dx 

J (3 + 2 cos х )2· 
О 

Q Решение: Произведем замену переменного, положив z = eix . Тогда 
. ix -ix Z + 1. 2 

dz - ietxdx - iz dx cos х - е + е - __ z - Z + 1 При изменении - - , - 2 - 2 - 2z . 

х от О ДО 27Т точка z опишет в положительном направлении окружность 
Izl = 1. Следовательно, 

2". dx dz J (3 + 2 cos х) 2 = f 
о Izl=1 

~ f zdz - 1 
i (z2 + 3z + 1)2 - . 

Izl=1 

в круге Izl < 1 функция j(z) = (z2 + {z + 1)2 имеет полюс второго 

порядка z1 = -3 ~ У5. По формуле (.77.5) находим 

( 
-3 + У5) Res j(z); 2 = 

1 . (( -3 + У5) 2 Z ) I - - 11т z - -----:с--
- 1! -з+15 2 (z- -з+15)2. (z- -3-15)2 

O~ 2 2 2 

Следовательно 1 = ~. 2ni· _3_ = Ш1Г • 
, 2 5У5 25 

3 
5У5· 

• 



Глава XVIII. ЭЛЕМЕНТЫ ОПЕРАЦИОННОГО 
ИСЧИСЛЕНИЯ 

I Лекции 69-71 I 
Операционное исчисление играет важную роль при решении при­

кладных задач, особенно в современной автоматике и телемеханике. 

Операционное исчисление - один из методов математического ана­

лиза, позволяющий в ряде случаев сводить исследование дифференци­

альных и некоторых типов интегральных операторов и решение урав­

нений, содержащих эти операторы, к рассмотрению более простых ал­

гебраических задач. 

Методы операционного исчисления предполагают реализацию сле­

дующей условной схемы решения задачи. 

1. От искомых функций переходят к некоторым другим функци­
ям - их изображениям . 

2. Над изображениями производят операции, соответствующие за­
данным операциям над самими функциями . 

З. Получив некоторый результат при действиях над изображения­

ми, возвращаются к самим функциям. 

В качестве преобразования, позволяющего перейти от функции к 

их изображениям, будем применять так называемое nреобразова'Нuе Ла­

пласа. 

§ 78. ПРЕОБРА30ВАНИЕ ЛАПЛАСА 
78.1. Оригиналы и их изображения 

Основными пеРDоначальными понятиям и операционного исчисле­

ния являются понятия функции-оригинала и функции-изображения . 

Пусть f(t) - действительная функция действительного пере мен­
ного t (под t будем понимать время или координату). 
I§] Функция f(t) называется оригина,л,ом, если она удовлетворяет 

следующим условиям: 

1. f(t) == о при t < О . 
2. f(t) -- кусочно-непрерывная при t ~ О, т. е. она непрерывна или 

имеет точки разрыва 1 рода , причем на каждом конечном промежутке 

оси t таких точек лишь конечное число . 

~ З. Существуют такие числа N! > О и 50 ~ О, что для всех t выпол­
няется неравенство If(t) I ~ м ·esot , т. е. при возрастании t функция 

f(t) может возрастать не быстрее некоторой показательной функции . 
Число 80 называется nо'/Сазате,л,ем роста f(t). 



Условия 1-3 выполняются для большинства функций, описываю­
щих различные физические процессы. 

Первое условие означает, что процесс начинается с некоторого мо­

мента времени; удобнее считать, что в момент t = О. Третьему усло­

вию удовлетворяют ограниченные функции (для них можно положить 

80 = О), степенные tn (n > О) и другие (для функций вида f(t) = ae t2 

условие 3 не выполняется). Не является оригиналом, например, функ-

ция f(t) = t (не удовлетворяет второму условию), 
Заме'Ч,а1iuе. Функция f(t) может быть и комплексной функцией 

действительно переменного, т. е. иметь вид f(t) = fl (t) +if2(t); она счи­
тается оригиналом, если действительные функции fl (t) И f2(t) явля­
ются оригиналами. 

~ Изобра-;нсен.uе,м орuгuн.ала f(t) называется функция Р(р) ком­
плексного переменного р = 8 + i(!, определяемая интегралом 

00 

Р(р) = J f(t)· e-
pt 

. dt. 

о 

(78.1} 

~ Операцию перехода от оригинала f(t) к изображению Р(р) назы-
вают nреобразован.uе,м Лапласа. Соответствие между оригина­

лом f(t) и изображением Р(р) записывается в виде f(x) ~ Р(р) или 
Р(р) ~ f(x) (принято оригиналы обозначать малыми буквами, а их 
изображения - соответствующими большими буквами). 

Теорема 78.1 (существование изображения). Для всякого ориги­
нала f(t) изображение Р(р) существует (определено) в полуплоскости 
Rep = 8 > 80, где 80 - показатель роста функции f(t), причем функ­
ция Р(р) является аналитическ,ОЙ в ЭТОЙ полуплоскости (8) 80)' 

о Докажем первую часть теоремы. Пусть р = а 

= 8 + i(! произвольная точка полуплоскости 

Rep = s > 80 (см. рис. 302). Учитывая, что 
If(t)1 ~ м . esat , находим: 

11 f(t) . e-
pt dtl ~ 11f(t). e-ptl dt ~ 

о о 

о 80 

<~e'p:>.'~,~:::: 
., .... 

'" 

Рис, 302 



так как 8,- 80 > О И le-pt I = le-5t . e-i"t I = e-st . I cos (Jt - i sin (Jtl = e- st . 

Таким образом, 

IF(P)I = 11 f(t)· e-pt dtl ~ ~. 
о 8 - 80 

(78.2) 

Отсюда вытекает абсолютная сходимость интеграла (78.1), т. е. изобра­
жение F(p) существует и однозначно в полу плоскости Rep = 8 > 80. • 

Следствие 78 .1 (неоБХОАИМЫЙ признак существования изобра­
жения). Если функция F(p) является изображением функции f(t). 
то 

lim F(p) = О . 
р--+оо 

Это утверждение непоср'едственно вытекает из неравенства (78.2), 
когда Re р = 8 --+ +00 . . 

Так как F(p) - аналитическая функция в полу плоскости 

Rep > 80, то F(p) --+ О при р --+ 00 по любому направлению. Отсю­
да, в частности, следует, что функции F(p) = 5, F(p) = р2 не могут 
быть изображениями. 

Отметим, что из аналитичности функции F(p) следует, что все ее 
особые точки должны лежать левее прямой Re р = s = 80 или на са­

мой этой прямой. Функция F(p), не удовлетворяющая этому условию, 
не является изображением функции f(t). Не является изображением, 
например, функция Р(р) = tgp (ее особые точки расположены на всей 
оси 8). 

Теорема 78.2 (о единственности оригинала). Если функция F(p) 
служит изображением двух оригиналов fl (t) и !2(t), то эти оригиналы 
совпадают друг с другом во всех точках, в которых они непрерывны. 

(Примем без доказательства. ) l(t) 

Прu.мер 78.1. Найти изображение еди- 11------

ничноt\ функции Хевисайда 

l(t) = {~ 
(см . рис. 303). 

при t ~ О , 

при t < О 

о 

Рис. заз 



Q Решение: По формуле (78.1) при 8 = Rep > О (80 = О) находим: 
00 ь 1 ь 1 

Р(р) = J 1 · e- pt dt = liт J e-pt dt = lim -- . e-ptl = -, 
Ь-+ оо Ь-+ ОО Р О Р 

О О 

т. е. F(p) = ~, или, в символической записи, l(t) ~ ~ , или 1 ~ ~ . • 

За.ме'Ч,анuе. В дальнейшем функцию-оригинал будем кратко запи­

сывать в виде f(t), подразумевая, что 

f(t) = { ~(t) при t ~ О, 

при t < о. 

Прu.мер 78.2. Найти изображение функции f(t) = eat , где а -
любое число . 

Q Решение: Данная функция является оригиналом. По формуле (78.1) 
имеем 

F(p) = 
00 ь 1 ь 

J eate-pt dt = lim J e-(p-a)t dt = - lim -- . e-(p-a)tl = 
Ь-+ ОО Ь-+оо Р - а о 

о о 

1 . (1 е-(р-а) . ь) 
= 11т ------

Ь-+ОО Р - а Р - а р- а' 

если Re(p - а) > о . Таким образом, 

eat == _1_ (Rep> Rea). 
. р- а 

Прu.мер 78.3. Найти изображение функции f(t) = t. 

Q Решение: В этом случае преобразование Лапласа имеет вид 

(78.3) 

• 

00 ь [ 1L .= t I du = dt ] J t . e-
pt 

dt = lim J te- pt dt = d - -pt dt __ 1 -pt = 
Ь-+ оо V - е v - е 

о о Р 

(т. к. lim 11. Ь· e-pbl = 
Ь--+ оо Р 

. ( t _ tl
b 

1 _tl
b

) = 11т -_. е р - -е р 
Ь--+СХ) Р О р2 О 

1 \. Ь -sb о) . / . 1т . е = , т. е. 
у 82 + а2 Ь--+ОО 

1 
t~ 2. 

Р 

1 
-2 

Р 

(78.4) 

• 



~ Заме'Ч,а't/:uе. Функция F(P) = _1_ является аналитической не 
~ р-а 

только в полу плоскости Rep > Rea, где интеграл (78.1) сходится, 
а на всей комплексной плоскости р, кроме точки р = а. Такая особен­

ность наблюдается и для многих других изображений. Далее для нас 

будет более важным, как правило, само изображение функции, а не 

область, в которой оно выражается интегралом (78.1). 

78.2. Свойства преобразования Лапласа 

Находить изображения, пользуясь только определением изображе­

ния, не всегда просто и удобно. Свойства преобразования Лапласа су­

щественно облегчают задачу нахождения изображений для большого 

числа разнообразных функций, а также задачу отыскания оригиналов 

по их изображениям. 

Линейность 

Линейной комбинации оригиналов соответствует такая же линей­

ная комбинация изображений, т. е. если Л (t) ~ F1 (р), 12(t) ~ F2(P), Сl 
и С2 - постоянные числа, то С1' Л(t) + С2' 12(t) ~ С1 . F1(P) + С2' F2(P). 

О Используя свойства интеграла, находим 

00 ! (С1 . Л ( t) + С2 . 12 ( t )) . е - pt dt = 
о 

00 00 

= Сl . ! 11 (t) . e-pt dt + С2 ! ·/2(t)· e-pt dt = С) . F j (р) + С2 . F2 (p). • 
О О 

При мер 78.4. Найти изображения функций siП1.<.lt, COS1.<.lt (1.<.1 -

любое число), с (сопst), ch 1.<.It, sh 1.<.It. 

а Решение: Пользуясь свойством линейности, формулой (78.3), нахо­
дим: 

SШ1.<.lt = = - --- - ---. eiVJt 
_ e- iwt 

. 1 (1 1) 
2i . 2i р - i1.<.l Р + i1.<.l 

т.е. 1.<.1 
sin 1.<.It ~ 2 2 . 

Р + 1.<.1 

Аналогично получаем формулу 

Далее, с = с . 1 ~ с . 1, т. е. 
р 

t · р 
cos 1.<.1 =:= ? . 2' 

р- + 1.<.1 

. с 
с =-. . р 

1.<.1 

(78.5) 

(78.6) 



c.vt -c.vt 
Наконец сЬ wt = е + е , 2 -=- 1 . _1_ + 1 . _1_ - р т. е. 

-;- 2 р - w 2 р + w - р2 _ w2 

chwt ~ 2 Р 2' 
Р -w 

(78.7) 

Аналогично получаем формулу 

w 
shwt ~ 2 2' (78.8) 

Р -w 

• 
ПОАобие 

Если f(t) ~ F(p), л > О, то f(лt) ~ ± . F(x), т. е. умножение 
аргумента оригинала на положительное число л приводит К делению 

изображения и его аргумента на это число. 

о По формуле (78.1) имеем 

= 
f(лt) ~ J f(Лt)· e- pt . dt= [положив лt = t 1] = 

о 

1 J= _E t1 1 J= _Е! 1 (Р) = л' f(t1) . е А . dt] = л' f(t) . е А • dt = л . F Л 
о о 

(так как безразлично, какой буквой обозначена переменная интегриро­

вания). • 

Например, пусть cos t ~ р2 ~ l' Тогда 

Смещение ( затухание) 

Если f(t) ~ F(p), а = const, то еа! . f(t) ~ F(p - а), т. е.умножение 
оригинала на функцию eat влечет за собой смещение переменной р. 

о в силу формулы (78.1) имеем 

00 = 
eat . J(t) ~ J е а! 

. f(t)e- pt dt = J f(t)e-(p-ajt dt = F(p - а) 
о о 

(Re(p - а) > 80)' • 
19 Конспект лекцлй по высшей математике. Полны ... урс 



Благодаря этому свойству можно расширить таблицу соответствия 

между оригиналами и их изображениями: 

at. • W ( ) е . sш wt 7' 2 2' 78.9 
(р - а) + w 

at . р - а ( ) 
е . coswt =:= ( )2 2' 78.10 

р-а +w 

Прu.мер 78.5. Найти оригинал по его изображению 

2р - 5 
F (р) = р2 _ 6р + 11 . 

Q Решение: Преобразуем данную дробь так, чтобы можно было вос­
пользоваться свойством смещения: 

2р - 5 2 (р - 3) + 1 
F(p) = р2 _ 6р + 11 - (р _ з)2 + 2 

=2. р-3 +_. v2 ~ 
(p_3)2+(V2)2 v2 (р_З)2+(V2)2 

~ 2 . езt . cos V2t + ~. e3t siп V2t = f(t). 

(См. формулы (78.9), (78.10) и свойство линейности.) 

Запаздывание 
• 

Если f(t) ~ F(p) , Т > О, то f(t - Т) ~ е-РТ F(p), т. е. запаздыва­

ние оригинала на положительную величину Т при водит к умножению 

изображения оригинаJIа без запаздывания на е-РТ . 

о Положив t - Т = tl, получим 

00 00 

f(t - Т) ~ J f(t - т)· e-pt dt = J f(t1)e-Р(t1+Т) dt 1 = 
О -Т 

00 00 

= J f(t 1 )е-РТ . e-pt1 dt 1 = е-РТ J f(t)e- Pt dt = е-РТ F(p). • 
о о 

Поясним термин «запаздывание». Графики функции f(t) и f(t - Т) 
имеют одинаковый вид, но график функции f(t-T) сдвинут на Т единиц 

7 



f(t) f(t) f(t-r) l(t-r) 

~ --- i 
I 
I 

О О r r 

Рис. 304 Рис. 305 

вправо (см. рис. 304). Следовательно, функции f(t) и f(t-r) описывают 
один и тот же процесс, но процесс, описываемый функцией f(t - Т), 

начинается с опозданием на время Т. 

Свойство запаздывания удобно применять при отыскании изобра­

жения функций, которые на разных участках задаются различными 

аналитическими выражениями; функций, описывающих импульсные 

процессы. 

{ 
1 при t ~ Т, 

Функция 1 (t - Т) = называется обобщен/ной едu"Нu'Ч,-
О при t < Т 

'Ной фу'Н'К:'Цuей (см. рис 305). 

Так как l(t) == 1 то l(t - Т) == 1. е-РТ . . р' . р 
Запаздывающую функцию 

g(t) = {~(t - Т) при t ~ Т, 

при t < Т 

можно записать так: g(t) = f(t - Т) . l(t - Т). 

Прu.мер 78.6. Найти изображеЮ1€ f(t) = t - 1. 

о Решение: Для того чтобы быть оригиналом, функция f(t) должна 
удовлетворять условиям 1-3 (см. п. 78.1). В этом смысле исходную 
задачу можно понимать двояко. 

Если понимать функцию f(t) как 

при t ~ О, 

при t < О, 

т. е. f(t) = (t - 1) . l(t) (см. рис. З06, а), то, зная, что t ~ :h (см. 
, р 

формулу (78.4)), 1 ~ 1 и, используя свойство линейности, находим 
р 

1 1 
f(t) = (t - 1) . l(t) ~ 2" - - = Р(р). 

р р 
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Если же понимать функцию f (t) как 

f(t) = {t - 1 при t ~ 1, 
О при t < 1, 

т. е. f(t) = (t - 1) . l(t - 1) (см. рис. ЗОб, 6), то, используя свойство 

запаздывания, находим f(t) = (t - 1) . l(t - 1) ~ А . е-Р = Р(р). • 
р 

f(t) 

о 

-1 

а 

f(t) 

о 

Рис. 306 

1 

б 

f(t) 

1 f----

о 3 

Рис. 307 

Пример 78.7. Найти изображение функции 

{
О при t < О, 

f(t)= 1 приО~t~3, 

О при t > 3. 

Q Решение: Данная функция описывает единичный импульс (см. 

рис. 307), который можно рассматривать как разность двух оригина­
лов: единичной функции l(t) и обобщенной единичной функции 1(t-3). 

Поэтому f(t) = l(t) - l(t - 3) == 1 - 1 . е-ЗР = Р(р). • . р р 

Пример 78.8. Найти изображение 

функции f(t) 

f(t) = {~ 
4-t 

приt < О, t ~ 4, 
при О ~ t ~ 2, 

при 2 < t < 4. 

Q Решение: Функция-оригинал изобра­
жена на рис. 308. Запишем ее одним ана­

2 

о 2 4 

Рис. 308 

литическим выражением, используя функции Хевисайда l(t) и l(t-T): 

f(t) = t ·l(t) - t ·l(t - 2) + (4 - t) ·l(t - 2) - (4 - t) ·l(t - 4), 

т.е. 

f(t) = t· l(t) -;- (t - 2 + 2) ·l(t - 2) - (t - 2 - 2) . l(t - 2) + (t - 4) ·l(t - 4). 



Раскроем скобки и при ведем подобные слагаемые: 

J(t) = t· l(t) - 2(t - 2) · l(t - 2) + (t - 4)· l(t - 4) . 

Изображение функции f(t) будет равно 

1 1 2 1 4 (р f(t) ~ 2" - 2 · 2"е- р + 2"е- р = F ). 
р р р • 

3а.ме'Чан:uя. 

1. Изображение периодического оригинала с периодом, равным Т, 
т 

есть Р(р) = l_1'Р J f(t)e- рL dt. 
1-е 

о т 

2. Свойство опережения f(t+T) ~ еРТ(Р(р) - J !(t)e-РLdt) при-
меняется значительно реже . о 

Дифференцирование оригинала 

~ Если f(t) ~ F(p) и функции f'(t), f"(t), ... ) f(n)(t) являются ори-
гиналами , то 

f'(t) ~ р. F(p) - 1(0), 

f//(t) ~ р2 . Р(р) - р. 1(0) - 1'(0), 

f//'(t) ~ р3 . F(P) - р2 . 1(0) - р. Р(О) - f"(O), 

......... . .. . ............ , 

а По определению изображения находим 

JOO [ и = e- pl I du = _pe-рL dt ] 
1'(t) ~ 1'(t)e-

рL 

dt = dv = f'(t) dt v = l(t) = 
о 

00 

(78.11) 

(78.12) 

(78.13) 

(78.14) 

= l(t)e-Pll~ +р J f(t) e- pl dt = -1(0) + рР(р) . 
о 

Итак, f'(t) ~ p·F(p)- 1(0). Пользуясь полученным результатом, найдем 
изображение второй производной 1// (t): 

f//(t) = (J'(t»)' ~ р(р . Р(р) - f(O») - f'(O) = р2 . F(p) - р. f(O) - f'(O) . 

Аналогично найдем изображение третьей производной flll(t): 

I I11 (t) ~ р(р2 . F(p) - р . f(O) - 1'(0») - 1"(0) = 
= рЗ . F(p) - р2 ·1(0) - р. 1'(0) - 1//(0). 

Применяя формулу (78.11) (n - 1) раз, получим формулу (78.14). • 
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За.ме'Ча'Нuе. Формулы (78.11)-(78.14) просто выглядят при нулевых 
начальных условиях : если j(O) = О, то 1'(t) ~ р. Р(р); если j(O) = 
= 1'(0) = О, то !"(t) ~ р2 . Р(р), и, наконец, если j(O) = 1'(0) = ... 
... = j(n-l)(О) = О, то j(n)(t) ~ рn . F(p), т. е. дифференцированию 

оригинала соответствует умножение его изображения на р. 

Рассмотренное свойство дифференцирования оригинала вместе со 

свойством линейности широко используется при решении линейных 

дифференциальных уравнений. 

Прu.мер 78.9. Найти изображение выражения 

xfll(t) - 2x"(t) - 3x'(t) + 2x(t) + 2, 

если х(О) = 3, х' (О) = О, х" (О) = - 2. 

Q Решение: Пусть x(t) ~ Х(р) Х. Тогда, согласно форму-
лам (78.11)-(78.13) , имеем 

Следовательно, 

x'(t) ~ р' х - 3, 

х" (t) ~ р2 . Х - Р . 3 - О , 

xfll(t) ~ рЗ. Х - р2. 3 - р' 0+2, 
2 

2 = 2·1 == _. 
'р 

x/ll(t) - 2x"(t) - 3x'(t) + 2x(t) + 2 ~ 

3 2? 2 
~ р . х - 3р + 2 - 2(p~ . Х - 3р) - 3(р . Х - 3) + 2Х + -. • 

ДифференЦирование изображения 

Ii Если j(t) ~ Р(р), то 

Р'(р) ~ -t· j(t), 

р" (р) ~ (_1)2 . t2 . j (t), 

.... ... .. ... , 
F(n)(p) ~ (_1)n . (n . j(t), 

.. . . .. ... ... , 

Р 

т. е. дифференцированию изображения соответствует умножение его 
оригинала на (-t). 

О Согласно теореме 78.1 существования изображения, Р(р) является 
аналитической функцией в полуплоскости Re р = 8 > 80. Следователь­
но, у нее существует производная любого порядка. Дифференцируя ин­

теграл (78.1) по параметру р (обоснование законности этой операции 



опустим), получим 

F'(p) = (1 f(t) . e-pt dt)' 
о р 

00 J (J(t) . e-Pt)~ dt = 
о 

00 00 J f(t)· (-t)e- Pt dt = J (-t· f(t»)e- Pt dt ~ -t· f(t), 
о о 

т. е. F'(P) ~ -t · f(t). Тогда F"(p) = (Р'(р»)' ~ -t( -t· f(t») = t2 
. f(t), 

FIII(p) ~ -t(e . f(t») = -t3 . j(t) И вообще F(n)(p) ~ (-1)n. tn . j(t) . • 

Прuм.ер 78.10. Найти изображения функций tn (n Е N), eat 
. tn

, 

t· sinwt, t· coswt , t· shwt, t· chwt, eat
. t· sinwt, eat . t· coswt. 

Q Решение: Так как 1 ~ ~, то, в силу свойства дифференцирования 

изображения, имеем -t· 1 ~. -~ , т. е. 
р 

1 
t ~? 

р-

Далее находим _t2 ~ (~)' = -5-, т. е. t2 ~ 5. ПРОДQЛЖая диффе-
р р р р 

ренцирование, получим 
n. n! 

t ::;: ----п::t=т. 
р 

С учетом свойства смещения получаем 

at n. n! 
е . t = --,-----,.....,--;--;-. (р _ а)n+! . 

Согласно формуле (78 .5), sinwt ~ 2 w 2 ' Следовательно, 
р + w 

( 2 W 2 )' ~ - t sin wt, 
Р +w р 

2wp -'- ( ' t 
т. е. - (р2 + ( 2)2 -;- - sш w , или 

. . 2wp 
tsшwt::;: 2 ? ) 2 ' 

(р + w-

Аналогично, используя формулы (78.6) , (78 .7) и (78.8), находим 
. р2 _ w2 

t cos wt ::;: (? 2 2' 
р- + W ) 

. 2р:..; 
t sh wt::;: 2 2 ? ' 

(р - W )-

. р2 + w 2 
t ch wt ::;: 2 2 2 ' 

(р - W ) 
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С учетом свойства смещения и формул (78.15) и (78.16), получаем 

at . . 2w(p - а) 
е . t . sш w t 7 (( ) 2 2 ) 2 ' 

р-а +w 

at t t. (р - а)2 - w
2 

е . . cosw =;= ((р _ а)2 + ( 2)2· • 
Интегрирование оригинала 

t 

Ii Если f(t) * Р(р), то / f(r) dr * Ff), т. е. интегрированию ори­
о 

гинала от О до t соответствует деление его изображения на р. 

t 

Q Функция <p(t) = / f(r)dr является оригиналом (можно проверить). 
о 

Пусть <p(t) * Ф(р) . Тогда по свойству дифференцирования оригинала 
имеем 

<p'(t) * р. Ф(р) - <р(0) = р. Ф(р) 
(так как <р(0) = О) .. А так как 

<p'(t) = () f(r) dr)' = f(t), 
о t 

. t 

то Р(р) = р. Ф(р). Отсюда Ф(р) = Р(Р) , т. е. / f(r) dr * Р(р) . • 
р р 

о 

Интегрирование изображения 

00 00 

Если f(t) * Р(р) и интеграл / Р(р) dp сходится, то / Р(р) dp * 
р р 

* f~t), т. е. интегрированию изображения от р до 00 соответствует 
деление его оригинала на t. 

Q Используя формулу (78.1) и изменяя порядок интегрирования (об­
основание законности этой операции опускаем), получаем 

1 Р(р) dp = 1 (1 f(t)e- Pt dt) dp = 1 (1 e-pt dP) f(t) dt = 
р р о о р 

= 1 ( _~e-Ptl~) f(t) dt = 1 f~t) e-pt 
dt * f~t). • 



Прu.мер 78.11. Найти изображение функции si~ t; найти изобра­
t 

жение интегрального синуса! sin Т dT. 
. Т 

О 

00 

г"\. Решение: Так как siп t == 1 то siп t ==! 1 dp 7г arctgp 
'..J • р2 + 1 ' t· р2 + 1 = "2 - , 

р 

т. е. si~ t Ф ~ - arctgp = arcctgp. Применяя свойство интегрирования 
t 

оригинала получаем ! siп Т dT == .Е.. - ~. 
, Т' 2р р • 

о 

Умножение изображений 

t 

Р1 (р) . Р2 (р) Ф ! 11 (Т) . 12(t - Т) dT. (78.17) 
О 

t 

О Можно показать, что функция J 11 (Т) . 12(t - Т) dT является ориги­
о 

налом. 

Используя преобразование Лапласа (78.1), можно записать 

t ОО( t ) J 11(T)'12(t-Т)dТф! ! 11(t)'12(t-т)dт e-ptdt= 
о о о 

00 t 

= ! e-ptdt! 11 (Т) . 12(t - T)dT. Т 
О О 

Область D интегрирования полученного дву­

кратного интеграла определяется условиями О ~ t < 
< 00, о ~ Т ~ t (см. рис. 309). 

Изменяя порядок интегрирования и полагая 

t - Т = tl, получим 

t 00 00 J fl(T) ' fz(t - T)dT Ф J fl(T)dT J e- pt . 12(t - T)dt = 
о о r 

00 00 

Рис . 309 

= ! 11 (т)е-РТ dT ! 12(t1 )e-Pt
, dt l = F1(p)· F2 (p) . • 

О О 

585 



~ Интеграл в правой части формулы (78.17) называется сверm~оii. 
фу'Н~цuu 11(t) и 12(t) и обозначается символом 11(t) * 12(t), т. е. 

t 

11 (t) * 12(t) = ! 11 (7) . 12(t - 7) d7. 
О 

Можно убедиться (положив t - 7 = и), что свертывание обладает 

свойством переместительности, т. е. Л(t) * 12(t) = 12(t) * Л(t). 
Итак, умножение оригиналов равносильно их свертыванию, т. е. 

Прu,м,ер 78.12. Найти оригинал функций 

Р( ) - 1 Р( ) Р 
Р - (р2 + (.,-2)2 И Р = (р2 + (2)2 . 

Q Решение : Так как Р(р) - 1 1 и 1 == l·sinwt 
- (р2 +(2)' (р2 +(2)' р2 +w2 . w ' 

то 

t 1 1 
Р(р) ~ ! - . sinW7' - . sinw(t - 7) d7 = 

W W 
о 

1 t 

= -2 . !(COSW(27 - t) - coswt) d7 = 
2w 

о 

= _1_ (~ . sinw(27 _ t)l
t 

_ coswt. 71
t

) 
2w2 2w О о 

1 (1 ) 1 . = -2 -sinwt-tcoswt = -з(sшwt-wt·соswt), 
2w w 2w 

т. е. 

1 1 (' ) 2 ~ 2 ~ -3 sш wt - wt . cos wt . 
(р +w-) 2w 

Аналогично получаем 

Следствие 78.2. Если 11 * 12 ~ Р1 (р) . Р2 (р) И 1{ (t) также является 
оригиналом, то 

t 

р. Р! (р) . Р2 (Р) ~ ! 1{ (7) . 12(t - 7) d7 + 11 (О) . 12(t). (78.18) 
о 

• 



а Запишем произведение р . F1 (р) . F2 (р) В виде 

р' F1 (р) . F2(p) :: р. F1 (р) . F2(p) - 11 (О) . F2(p) + 1; (О) . F2(P), 

или 

Первое слагаемое в правой части есть произведение изображений, соот­

ветствующих оригиналам 1~ (t) и{ (t) ~ р. F1 (р) - 11 (О)) И 12(t). Поэтому 
на основании свойства умножения изображений и линейности можно 

записать р . F1 (р) . Р2 (р) ~ 1{ (t) * 12 (t) + 11 (О) . 12(t) или 
t 

р' F1 (р) . F2(p) ~ J 1{ (Т) . 12(t - Т) dT + 11 (О) . 12(t). • 
о 

§ Формула (78.18) называется ФОРМУJtо11. ДюамеJtSl.. 
На основании свойства переместительности свертки формулу Дю­

амеля можно записать в виде 

t 

р' F1 (р) . F2 (p) ~ J 12(Т) . 1{ (t - Т) dT + 12(t) . 11 (О) . 
О 

Формулу Дюамеля можно применять для определения оригиналов 

по известным изображениям. 

Пример 78.13. Найти оригинал, соответствующий изображению 

2р2 

F(P) = (р2 + 1)2' 

Q Решение: Так как 

2р2 1 Р 
----".--=-------". = 2р· --. -- и 
(р2 + 1) 2 р2 + 1 р2 + 1 

1 
-2-- ~ sint, 
р + 1 

то на основании формулы Дюамеля (78.18) имеем 

р . t 
-2-- =:= cos , 
р + 1 

1 t 

2р· -2-- . ---/--- ~ 2 J cos Т . cos(t - Т) dT + 0= t · cos t + sin t. • 
р+1 р+1 

о 
Умножение оригиналов (J 

Если Л(t) ~ F1 (р) И 12(t) ~ F2 (p), то 

1 ,+ioo 

11 (t) . f2(t) ~ 27Гi J Р1 (z) . Р2 (р - z)dz, 
, -ioo 

где путь интегрирования - вертикальная пря- О 

мая Re z = 'у > 80 (см . рис . 310) (примем без 
доказательства) . 

80 

Рис. 310 



Резюме 

Рассмотренные свойства преобразования Лапласа представляют 

собой основные правила (аппарат) операционного исчисления . Для 

удобства пользования перечислим эти свойства. 

1. Линейность: С1 . f1 (t) + С2 . f2(t) ~ Сl . Р1 (р) + С2 . Р2 (р). 

2. Подобие: f(лt) ~ ~. F(х),л > О. 
3. Смещение: eat . f(t) ~ Р(Р - а). 

4. Запаздывание: f(t - Т) ~ е-РТ . Р(р), Т> О. 

5. Дифференцирование оригинала: 

/'(t) ~ р' Р(р) - /(0), 
f"(t) ~ р2 . Р(р) - р. /(0) - /'(0), 

flll(t) ~ р3 . Р(р) - р2 . f(O) - р' 1'(0) - f"(O) , 

6. Дифференцирование изображения 

Р'(р) ~ -t· f(t) , 
Р"(р) ~ (_1)2 . t2 

. f(t), 

t 

7. Интегрирование оригинала: J /(Т) dr ~ p~) . 
о 

00 

8. Интегрирование изображения: J Р(р) dp ~ f~t) . 
Р 

t 

9. Умножение изображений: F1(p)· Р2 (р) ~ J Л(Т)' f2(t - T)dT = 
=!I*h· о 

-y+ioo 

10. Умножение оригиналов: !I (t)-f2(t) ~ 2;i J Р1 (z)·F2 (p-z) dz. 
-y-ioo 

78.3. Таблица оригиналов и изображений 

Составим краткую таблицу, устанавливающую соответствие ме­

жду некоторыми оригиналами (часто встречающимися на практике) и 

их изображениями. Достаточно полная таблица оригиналов и изобра­

жений, позволяющая по заданному оригиналу находить изображение 

и наоборот, есть, в частности, в книге «Справочник по операционному 
исчислению» (авторы В. А. Диткин И П. И. Кузнецов) . 



Та6.л:uu,а орuгUНaJtов и uзо6ро:;ж;енuiJ. 

N! Оригинал Изображение 
00 

f(t) F(p) = J !(t)e-Pt dt 
о 

1 1 1 

2 eat ~ 
р-а 

3 t 1 
? 

4 sinwt w 
р2 +w2 

5 coswt Р 
р2 +w2 

6 shwt w 
р2 _ w2 

7 chwt Р 
р2 _ w2 

8 eat . sinwt w 
(р _ а)2 + w2 

9 eat . coswt р-а 

10 eat ··shwt 
(р - а12 + w2 

(р _ а)2 _ w2 

11 eat . chwt р-а 

(р _ а)2 _ w2 

12 tn (n - целое) n! 
рn+I 

13 eat . tn n! 
(р _ a)n+l 

14 t . sinwt 2wp 
(р2 +w2Y 

15 t . coswt ~2 w 
(p~ + W2)2 

16 t . shwt 2wp 
(р2 _ w2Y 

17 t . chwt ~2 +w 
еР - W2)2 

18 eat . t . sin wt 2w(p - al 
((р _ а)2 + w2:/ 

19 eat . t· coswt 
{Р - а)2 - w 

((р _ а)2 + w2)2 

20 2~3 (sin wt - wt cos wt) 1 
(р2 + W2)2 

21 2~З (wtchwt - shwt) 1 
(р2 _ W2)2 



N~ Оригинал Изображение 
00 

f(t) F(p) = J f(t)e- pt dt 
о 

22 sin(wt ± 'Р) w cos ~ ± р sin ':Е 
р' +W2 

23 cos(wt ± 'Р) pcos ~ =f w sin ':Е 
р +w2 

§ 79. ОБРАТНОЕ ГlРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 
79.1. Теоремы разложения 

Рассмотрим две теоремы, называемые теоремами разложе'Нuя, по­

зволяющие по заданному изображению F(p) находить соответствую­
щий ему оригинал f (t). 

Теорема 79.1. Если функция Р(р) в окрестности точки р = 00 может 

быть представлена в виде ряда Лорана 

то функция 

00 

""' Сп со С! С2 Р(р) = ~ n+! = - + 2" + 3" + ... , 
n=о р р р р 

сх) tn 

f(t) = 2: Сп' , = со + С! t + ... (t > О) 
N. 

n=о 

является оригиналом, имеющим изображение Р(р), т. е. 

00 с 00 tn 
Р(р) = 2: n:l ~ 2: Сп' , = f(t). 

n=о р n=о N. 

Примем эту теорему без доказательства. 

Прuм.ер 79.1. Найти оригинал f(t), если 

1 1 Р 
Р(р) = _. sin -; Р(р) = -2-' 

Р Р р + 1 

Q Решение: Имеем 

F = ~ . sin ~ = ~ (~ - ~ ~ ~ ~ - ) - ~ - ~ ~ ~ ~ -(р) 3' з + -, 5 ... - 2 3' 4 + '" 6 ... 
р р р р . р ::>. Р р. р О. Р 



1 tЗ 1 t5 
Следовательно, на основании теоремы 79.1 f(t) = t - 3т З! + 5т 5! - ... , 

t > О. 
Зап'ишем лорановское разложение функции Р(р) = ~ в 

р- + 1 
окрестности точки р = 00: 

Р( ) _ _ р_ _ р _ ~ . 1 = 
р -р2+1- р2(1+?-) -.Р 1-(-?-) 

= ~ ( 1 - p~ + ;4 -... ) = ~ - :1 + ;5 -... , 
, 11 1 t

2 
t
4 

где 11 < 1, т. е. Ipl > 1. Следовательно, f(t) = 1 - 2! + 4! - , .. , т. е. 

f(t) = cost, t > О . • 

Теорема 79.2. Если Р(р) = ~~~~ - правильная рациональная 
дробь, знаменатель которой. в(р) имеет лишь простые корни (нули) 

Pl,P2,··· ,Рn, то функция 

(79.1) 

является оригиналом, имеющим изображение Р(р). 

о Отметим, что дробь ~~~~ должна быть правильной (степень мно­
гочлена А(р) ниже степени многочлена В(р)); в противном случае 
не выполняется необходимый признак существования изображения 

lim Р(р) = О (п . 78 .1), т. е. Р(р) = вА(р( )) не может быть изображением. 
~= р 

Разложим правильную рациональную дробь ~~~~ на простейшие : 

Р(р) = А(р) = _C_l_ + ~ + .. , + ~, (79 .2) 
В(р) р - р) Р - Р2 Р - рn 

где Ck (k = 1, 2, . . . , n) - неопределенные коэффициенты . Для опре­

деления коэффициента Сl этого разложения умножим обе части этого 

равенства почленно на р - Рl : 

А (р) (С2 Сз СП ) 
В( ) 

. (р - Pl) = Сl + (р - Рl ) -- + -- + '" + --. ' 
р Р - Р2 Р - Рз Р - Рn 

Переходя в ЭТОм равенстве к пределу при р ~ Pl , получаем 

С) = lim вА((р)) . (р _ PI) = [Q] = lim А(р) = 
р-->р, Р О Р-->РI В(р) -В(р,) 

р-р, 



Итак, Сl = :J~l))' Аналогичным путем (умножая обе части равенства 

(79.2) на Р - Pi) найдем Ci = :'~;)' i = 2, ... ,n. 

Подставляя найденные значения Cl, С2, ... , СП В равенство (79.2), 
получим 

F(p) = А(р) = ~(Pl) . _1_ + А,(Р2) . _1_ + ... + А,(Рn) . _1_. 
В(Р) В (Pl) Р - Рl В (Р2) Р - Р2 В (Рn) Р - Рn 

Так как по формуле (78.3) 

_1_ == eP2t 

Р - Р2' , 
... , 1 --'- pnt 

---;-е , 
Р- Рn 

то на основании свойства линейности имеем 

F(p) = А(р) = t A(Pk) . _1_ == t A(Pk) . ePkt = f(t). • 
В(р) k=1 B'(Pk) р - Pk . k=l B'(Pk) 

За.ме'Ча'Н.uе. Легко заметить, что коэффициенты Ck (k = 1,2, ... , n) 
определяются как вычеты комплексной функции F(P) в простых по-

люсах (формула (77.4)): Ck = :'~:)) = Res(~~1;Pk)' 
Можно показать, что если F(p) = ~~~1 - пра13ильная дробь, 

но корни (нули) Рl,Р2, ... ,Рn знаменателя В(Р) имеют кратности 

тl, т2, ... ,тn соответственно, то в этом случае оригинал изображе­
ния F(p) определяется формулой 

(79.3) 

Теорему 79.2 можно сформулировать следующим образом: 

Теорема 79.3. Если изображение F(p) = ~t~~ является дробно­
рациенальней функцией ет Р И Рl,Р2, .. · ,Рn - престые или кратные 

полюсы этей функции, те еригинал f(t), соответствующий изебраже­
нию F(P), епределяется фермулей 

F(P) = ~~~ ~ t Res(F(Pk) . ePkt
) = f(t). 

k=l 

(79.4) 



79.2. Формула Римана-Меллина 

liJ Общий способ определения оригинала по изображению дает 
обратное nреобразованuе Лапласа (формула обращения Римана­

Меллина), имеющее вид 

1 ,+ioo 
f(t) = -. J F(p)· ept dt, 

27Г2 

где интеграл берется вдоль любой прямой Rep =, > So. 

(79.5) 

При определенных условиях интеграл (79.5) вычисляется по фор-

муле f(t) = -21 . 
7Г2 

,+ioo 

J 
n 

F (р) . ept dt = L Res ( F (р) . ept
; р k ) . 

k=! -y-ioo 

liJ 3а.ме'Чанuе. На практике отыскание функции-оригинала обычно 

проводят по следующему плану: прежде всего следует по табли­

це оригиналов и изображений попытаться отыскать для заданного изо­

бражения F(p) соответствующий ему оригинал; второй путь состоит в 
том, что функцию Р(р) стараются представить в виде суммы простей­
ших рациональных дробей, а затем, пользуясь свойством линейности, 

найти оригинал; наконец, использовать теоремы разложения, свойство 

умножения изображений, формулу обращения и т.д. 

Прu,м,ер 79.2. Найти оригинал по его изображению F(P)=~. 
р +4 

Q Решение: Проще всего поступить так: 

р - 3 р 3 
F(p) = -.- = -.- - -- = 

р2 + 4 р2 + 4 р2 + 4 

р 
3 2 ~ cos 2t - ~2 sin 2t = J( t) - 2' . р2 + 22 

(использовали свойство линейности и формулы (78.5) и (78.6)). 
Если же использовать теорему 79.2 разложения, то будем иметь: 

А(р) = р - 3, В(р) = р2 + 4, В'(р) = 2р, корни знаменателя Рl = 2i и 
Р2 = -2i и, согласно формуле (79.1), 

f(t) = 2i - ~ e2it + -2i -.3 e-2it = ~ (2i(e2it + e-2it) _ 3(e2it _ e-2it)) 
2·22 2(-22) 42 

1 
= 4i (2i(cos 2t + i sin 2t + cos 2t - i sin 2t)-

- 3(cos 2t + i sin 2t - cos 2t + i sin 2t)) = 

= ~/4icoS2t - 6isin2t) = cos2t - ~sin2t = f(t). • 



Прu.мер 79.3. Найти функцию-оригинал, если ее изображение 

задано как F(P) = рз(р1_1)' 

Q Решение: ЗдесьА(р) = 1,В(р) = р3(р_1),В'(Р) = 4p3_3p2'Pl = 1-
простой корень знаменателя, Р2 = О - 3-кратный корень (т = 3). 
Используя формулы (79.1) и (79.3), имеем: 

1 1 ( 1 )" f(t) = -- . еН + - lim ept 
. (р - 0)3 

4 - 3 2! р--+О р3(р - 1) 

t 1. (ePt
) " t t

2 

= е + '2 ~~ р _ 1 = ... = е - '2 - t - 1 

t t 2 
т. е. f(t) = е - 2' - t - 1. 

Приведем другой способ нахождения f (t). Разобьем дробь р3 (р 1_ 1) 

на сумму простейших дробей: F(p) = 3( 1 ) = _1_ ~ - ~ + ~1' 
р р-1 Р Р р р-

2 
Следовательно, f(t) = -1 - t - t

2 
+ et . 

Приведем третий способ нахождения f(t). Представим F(P) как 

произведение 3( 1 ) = ~. ~1' и так как ~ ~ t2
2 

И ~1 ~ et
, то, 

р р-1 р р- р р- . 
пользуясь свойством умножения изображений, Ю,lеем: 

t 

F( ) == J ~T2et-r dT = [ и = т2 

I du = 2т dT ] = 
Р. 2 dv = et- r dT v = _et- r 

о 

t 

1 t-r 21
t 

1 2 J t-rd [u=т I du=dT 
=-'2е т 0+'2' . те т= dv=et-rdт v=_et-r 

о 

1 2 t_r)l
t 

t_rl
t 

1 2 t =--t +О+(-т·е -е =--t -t+0-1+e = 
2 о о 2 t2 

= et 
- '2 - t - 1 = f(t). • 

§ 80. ОПЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ 
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ И ИХ СИСТЕМ 

Пусть требуется найти частное решение линейного дифференци­

ального уравнения с постоянными коэффициентами 

у(n) + aly(n-l) + ... + аnу = f(t), (80.1) 

4 



удовлетворяющее начальным условиям 

у(О) = Со, у/(О) = Cl, ... , 

где СО, Cl, ... , Сn-l - заданные ЧИСJ1а. 

Будем считать, что искомая функция y(t) вместе с ее рассматри­
ваемыми производными и функция f(t) являются оригиналами. 

Пусть y(t) ~ У(р) = У и f(t) ~ F(P) = F. Пользуясь свойствами 
дифференцирования оригинала и линейности, перейдем в уравнении 

(80.1) от оригиналов к изображениям: 

(рnу _pn-1СО_рn-2Сl - . .. -Сп-.t)+аl (pn-1y _рn-2 Со - ... -Сn-2) + ... 

.. . + аn-l (рУ - Со) + аnУ = F. 

Полученное уравнение называют onepamopHЪt..М (или уравнением в 

изображениях) . Разрешим его относительно У: 

у(рn + аlрп-l + ... + an-lp + ап) = F + со (рП-l + аlРп-2 + ... + an-l)+ 

( 
п-2 п-З ) + Сl Р + alP + ... + ап-2 + .. . + Cn-l , 

т. е. Y(p)·Qn(p) = F(р)+RП- 1 (р), где Qn(p) и Rn- 1 (р) - алгебраические 

многочлены от р степени n и n - 1 соответственно. 
Из последнего уравнения находим 

У( ) = F(p) + Rn - 1 (р) 
р Qn(p)' (80.2) 

Полученное равенство называют оnераmорны,м, решенuе,м, диффе­

ренциального уравнения (80.1). Оно имеет более простой вид, если все 
начальные условия равны нулю, т. е. у(О) = у/(О) = ... = y(n-l)(О) = О . 

в этом случае У(р) = F(p) . 
Qn(p) 

Находя оригинал y(t), соответствующий найденному изображению 
(80.2), получаем, в силу теоремы единственности, частное решение 

дифференциального уравнения (80.1). 
3aMe"iaHue. Полученное решение y(t) во многих случаях оказыва­

ется справедливым при всех значениях t (а не только при t ~ О). 

Пр'U.мер 80.1. Решить операционным методом дифференциаль­

ное уравнение у// - Зу/ + 2у = 12e3t при условиях у(О) = 2, у/(О) = 6. 

Q Решение : Пусть y(t) ~ У(р) = У. Тогда 
y/(t) ~ рУ - у(О) = рУ - 2, 

y//(t) ~ р2у - ру(О) - у/(О) = р2 у - 2р - 6, 

31 . 1 
и е =--

. р - з 
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Подставляя эти выражения в дифференциальное уравнение, получаем 

операторное уравнение: р2 у - 2р - 6 - 3(рУ - 2) + 2У = 12~з, ОТСЮ­
р-

(р) 2р2 - 6р + 12 () м б да У = (р _ 1)(Р _ 2)(р _ 3)' Находим у t . ожно разбить дро ь на 

сумму простейших (У(р) = -.L1 + ~2 + ~3)' но так как корни зна-
р- р- р-

менателя (Р1 = 1, Р2 = 2, рз = 3) простые, то удобно воспользоваться 
второй теоремой разложения (формула (79 .1», в которой 

А(р) = 2р2 - 6р + 12, 

В'(Р) = (р - 2)(р - 3) + (р - 1)(р - 3) + (р - 1)(р - 2). 

Получаем: 

8 8 12 y(t) = e 1·t + e2.t + _ез . t = 4e t _ 8e2t + 6еЗt • • 
(-1)·(-2) 1·(-1) 2·1 

Прu.мер 80.2. Найти решение урав- f(t) 
нения 

{

l. t 
2 ' 

у" + 4у = 3 - t , 

О, 

если О ~ t < 2, 

если 2 ~ t < 3, 

если t < О , t ~ 3 

при условии у(О) = О, у'(О) = О. 

1 

о 

Рис. 311 

а Решение: График данной функции имеет вид , изображенный на ри­
сунке 311. С помощью единичной функции правую часть данного диф­
ференциального уравнения можно записать одним аналитическим вы­
ражением: 

1 1 f (t) = - t . 1 (t) - - t . 1 (t - 2) + (3 - t) . 1 (t - 2) - (3 - t) 1 (t -3) = 
2 2 

1 1 = -t · l(t) - -(t - 2 + 2) ·l(t - 2) - (t - 2 -1) ·l(t - 2) + (t - 3) ·l(t - 3) = 
2 2 

1 1 
= -t ·l(t) - -(t - 2) ·l(t - 2) -l(t - 2) - (t - 2) ·l(t - 2)+ 

2 2 

1 3 
+1(t-2)+(t-З)·1(t-З) = -t·1(t)--(t-2) · 1(t-2)+(t-3)·1(t-3). 

2 2 

Таким образом, имеем 

1 3 
у" + 4у = 2t. l(t) - 2(t - 2) . l(t - 2) + (t - З) . l(t - З). 

Операторное уравнение, при нулевых начальных условиях имеет 
вид 

2 1 1 3 1 -2 1_з 
pY+4Y=---:----е Р+-е Р. 

2 р2 2 р2 р2 
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Orсюда 

У( ) _ ~ . 1 
р - 2 р2 (р2 + 4) 

Так как 

1 1(1 1) 1(1 1 2) 
р2(р2 + 4) = 4 р2 - р2 + 4 = 4: р2 - "2 . р2 + 22 == ~ (t - ~ sin 2t) . 4 2 ' 

то по теореме запаздывания находим: 

y(t) = ~ (t - ~ sin 2t) - ~ (t -2 - ~ sin 2(t - 2)) l(t - 2)+ 

+ ~ (t -3 - ~ sin 2(t - 3)) l(t - 3). • 

АналОГИЧliO применяется операционный метод для решения систем 

линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициен­

тами. 

Покажем это на конкретном ПРИJ\oюре. 

Прu.мер 80.3. Решить систему дифференциальных уравнений 

{
Х' = у - z, 

у' = Х + У, 
z' = Х + z; 

х(О) = 1, у(О) = 2, z(O) = 3. 

а Решение: Пусть 

х = x(t) ~ Х(р) = Х; у = y(t) ~ У(р) = У; z = z(t) ~ Z(P) = Z. 

Находим, что 

х' ~ рХ - 1; у' ~ рУ - 2; z' ~ pZ - 3. 

Система операторных уравнений принимает вид 

{
рх - у. + Z = 1, 

Х - (р - l)У = -2, 

Х + (1 - p)Z = -3. 

Решая эту систему алгебраических уравнений, находим: 

р-2 
Х(р) = р(р _ 1)' 

У(р) = 2р2 - Р - 2 
р(р _ 1)2 ' 

Z (р) = 3р2 - 2р ~ 2 
р(р_ 1)2 
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Переходя от изображений к оригиналам, получаем искомые решения: 

р-2 

Х(р) = р(р _ 1) 

2р-2-:р 2(р-l) Р =~ __ 1_=2_et=x(t) 
р(р-l) р(р-l) р(р-l) р p-l ' , 

У(р) = 2р2 - Р - 2 = _~ + _4_ _ 1 ~ -2 + 4et _ tet = y(t) , 
р(р_l)2 Р р-l (p_l)2 

Z(p) = 3р2 - 2р - 2 = _~ + _5_ _ 1 2 ~ -2 + 5et _ te t = z(t). 
р(р_1)2 Р р-1 (P-l) 

Ответ: x(t) = 2 - et , y(t) = -2 + 4et - te t , z(t) = -2 + 5et - te t . • 

С помощью операционного исчисления можно также находить ре­

шения линейных дифференциальных уравнений с переменными коэф­

фициентами, уравнений в частных производных, уравнений в конечных 

разностях (разностных уравнений); ПРОИЗВQДИТЬ суммирование рядов; 
вычислять интегралы . При этом решение этих и других задач значи­

тельно упрощается . 



11РИЛОЖЕНИЯ 

Правила дифференцирования 

1.(u ±v)'=u'±v'; 

2. (и· v)' = u'v + UV', в частности, (си)' = с· и'; 

3. :ц = и v - UV в частности f. = _CV . ( )' " ( )' , 
V v2 ' , v -;Т' 

4. y~ = y~ . и~, если у = f(u) , и = <р(х); 

5. y~ = ;, , если у = f(x) их = <р(у) . 
у 

Формулы дифференцирования 

1. (с)' = О; 
2. (иС\')' = а· иС\'-l . и', в частности, (VГU)' = 2Jи . и'; 
3. (аи )' = аи ·[nа· и', в частности, (е и )' = еи . и'; 

4. (log и)' = _1_ . и' в частности (1n и)' = 1. и'· 
а и ·[n а' , и' 

5. (sinu)' = cosu· и'; 

6. (cosu)' = - sinu· и'; 

7. (tgu)' = 1. . и'; 
cos2 и 

8. (ctgu)' = -~ . и'; 
sш u 

9. (arcsin и)' = 1 . и'; 
~ 

10. (arccosu)' = - 1 . и'; 
~ 

11. (arctgu)' = ~1 1 .. и'; + и~ 
12. (arcctgu)' = -~ . и'; 

l+и 

13. (shu)' = chu · и'; 

14 . (chu)' =ти ·и'; 

15.(thu)'= 1 ·и'; 
ch2 и 

16. (cthu)' = -+ ·и'. 
sh и 
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Таблица ОСНОВНЫХ интегралов 

1. /исх du = иН! + С (о: =1- -1) 0:+1 

2. / d;: = ln lul + С; 

З. /audu= L +С· 
lпа ' 

4. / еи du = еи + С; 

5. / sin и du = - cos и + С 

6. / cos и du = sin и + С 

7. J tgudu = -ln I cosul + С; 

8. / ctgudu = ln I sinul + С; 

9./ du =tgu+C 
cos2 и 

10. /~ = -сtgu+С 
sш и 

11. / ~u = ln Itg 1! I + С· 
sшu 2' 

12. / ~ = ln Itg(1! + zr.)1 + С· cosu 2 4 ' 

13. / du = arcsin 1! + С; 
Ja2 - и2 а 

(/ sh и du = ch и + С) ; 

(/ ch и du = sh и + С) ; 

(/ 4- = tll и + С) ; ch- и 

(/ s~lf и = - cth и + С) ; 

14. / du = ln lu + Vu 2 + а2 1 + С ; 
Ju2 +а2 

15. / du F = 1 arctg 1! + С· 
а2 + u 2 а а ' 

16. / . du = -1.. . ln I а + и I + С · 
а2 - и2 2а а - и ' 

17. va2 - и2 du = 1! . va2 - и2 + fL arcsin 1! + С· 
/ 

2 

2 2 а' 



Таблица разложении в РЯД Маклорена некоторых элементарных 

функции 

х х2 х n 

еХ = 1 + -1' + -2' + ... + I + ... , .. п. 

х Е (-00 ; (0), 

х3 х5 х2n+ 1 

sin х = х - - + - - ... + ( -1) n ( + ... , х Е (-00; (0), 
З! 5! 2п+1)! 

х2 х4 х2n 
cosx=1--+--···+(-1)n_-+ ... , ХЕ(-ОО;ОО), 

2! 4! (2п)! 

( ) а: _ ~ 0:(0: - 1) 2 .. . 0:(0: - 1) ... (о: - n + 1) n 
1 + х - 1 + , х + 2' х + + , х + ... , 

1. . п. 

{

[-1; 1J, если о: ~ О, 
хЕ (-1:1J, если-1<0:<О, 

( -1, 1), если о: ::;; -1, 

1 2 n ( ) --=1+х+х +···+х + ... , хЕ -1;1, 
1-х 

х2 хЗ хn+ 1 

lп (1 + х) = х - 2" + 3 - ... + ( -1) n n + 1 + .. . , х Е (-1; 1] , 

:тЗ х5 n х2n+ I 
arctg х = х - 3 + 5 - ... + (-1) 2п + 1 ... , х Е [-1 ; 1] , 

1 хЗ 1 . 3 х5 1 . 3 . 5 х 7 
arcsin х = х + - . - + - . - + -- . - + ... 

2 3 2·4 5 2·4·6 7 

1 .З.5 ... (2п-1) х2n+ 1 

... + (. -- + .. . , х Е [-1 ; 1], 
2·4·6 ... 2п) 2п + 1 

хЗ х5 х2n+ 1 

sh х = х + 3! + 51 + ... + (2п + 1)! + ... , х Е (-00; (0), 

х2 х4 х6 х2n 
ch х = 1 + 2! + 4! + 6т + ... + (2п)! + . .. , х Е (- 00; 00 ). 
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Таблица оригиналов и изображений 

N2 Оригинал Изображение 
00 

f(t) F(P) = J f(t)e- Pt dt 
о 

1 1 

2 eat ~ 
р-а 

3 t 1 
? 

4 sinwt w 
р2 +w2 

5 coswt Р 
р2 +w2 

6 shwt w 
р2 -vi 

7 chwt 
р 

р2 _ w2 

8 eat . sin wt w 
(р _ а)2 + w2 

9 eat . coswt р-а 

10 eat . shwt 
(р - а12 + w2 

(р _ а)2 _ w2 

11 eat . chwt р-а 

(р _ а)2 _ w2 

12 tn (n - целое) n! 
рn+I 

13 eat . t n n! 
(р _ а)n+1 

14 t . sin wt 2wp 
(р2 + w2Y 

15 t·coswt lj,2 w 
~ + w2)2 

16 t· shwt 2wp 
(р2 _ w2)2 

17 t . chwt lj,2 +w 
~ _ W2)2 

18 eat . t . sinwt 
2w(p - а) 

((р _ а)2 + w2Y 
( 2 . 

19 eat . t . COS UJ t 
Р - а) - w 

((р _ а)2 + W2)2 

20 2~З( sin wt - wt cos wt) 1 
(р2 + W2)2 

21 2~З (wt ch wt - sh wt) 1 
(р2 _ w2)2 
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N~ Оригинал Изображение 
00 

f(t) Р(р) = J f(t)e- pt dt 
о 

22 sin(wt ± <р) w cos ~ ± р sin <f? 
р+С? 

23 cos(wt ± <р) l!. cos ~ =f w sin <f? 
р +w'2 
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