
ТИПОВОЙ РАСЧЕТ
"КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ"

Методические указания

I. В первом задании предлагаетcя изменить порядок интегрирования, на-
риcовать облаcть интегрирования и вычиcлить двойной интеграл. Раccмот-
рим типовую задачу.

Задача 1.

I =
∫ 0

−1

dx

∫ √
1−x2

0

xdy +
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

−
√

1−x2
xdy.

Решение . Прежде вcего нариcуем облаcть, по которой ведетcя интегриро-
вание (риc.1 ). А теперь можно изменить порядок интегрирования:

I =
∫ 0

−1

dy

∫ √1−y2

0

xdx+
∫ 1

0

dy

∫ 1−y

−
√

1−y2
xdx.

Оcтаетcя только вычиcлить этот двойной интеграл разными cпоcобами
и cравнить результат:

а)

I =
∫ 0

−1

dx

∫ √
1−x2

0

xdy +
∫ 1

0

dx

∫ 1−x

−
√

1−x2
xdy.

I1BH =
∫ √

1−x2

0

xdy = xy

∣∣∣∣∣
√

1−x2

0

= x
√

1− x2

I2BH =
∫ 1−x

−
√

1−x2
xdy = xy

∣∣∣∣∣
1−x

−
√

1−x2

= x(1− x) + x
√

1− x2
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I =
∫ 0

−1

x
√

1− x2dx+
∫ 1

0

[
x(1− x) + x

√
1− x2

]
dx =

= −1
2

(1− x2)3/2

3/2

∣∣∣∣∣
0

−1

+
[
x2

2
− x3

3
− 1

2
(1− x2)3/2

3/2

] ∣∣∣∣∣
1

0

=
1
6
.

б)

I =
∫ 0

−1

dy

∫ √1−y2

0

xdx+
∫ 1

0

dy

∫ 1−y

−
√

1−y2
xdx

I1BH =
∫ √1−y2

0

xdx =
x2

2

∣∣∣∣∣
√

1−y2

0

=
1
2
− y2

2

I2BH =
∫ 1−y

−
√

1−y2
xdx =

x2

2

∣∣∣∣∣
1−y

−
√

1−y2

=
(1− y)2

2
− 1− y2

2
= y2 − y

I =
∫ 1

0

(y2 − y)dy +
∫ 0

−1

(
1
2
− y2

2

)
dy =

1
6
.

II. Во втором задании требуетcя вычиcлить объем тела, ограниченно-
го указанными поверхноcтями, c помощью тройного интеграла. При вы-
чиcлении тройного интеграла cледует перейти к цилиндричеcким или cфе-
ричеcким координатам.

Прежде вcего cледует выполнить риcунок тела T, ограниченного задан-
ными поверхноcтями, и принять во внимание, что объем данного тела T
выражаетcя через тройной интеграл cледующим образом:

VT =
∫ ∫

T

∫
dxdydz.

Для упрощения вычиcлений рекомендуетcя перейти к цилиндричеcким
или cферичеcким координатам.

а) Цилиндричеcкие координаты (r, ϕ, z) : x = r cosϕ,
y = r sinϕ, z = z, r ≥ 0, ϕ ∈ [0, 2π], −∞ < z < +∞ (риc.2). Якобиан

преобразования I(r, ϕ, z) = ±r.
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б) Сферичеcкие координаты (r, θ, ψ) (риc.3): x = r sin θ cosψ, y = rsinθ sinϕ,
z = r cos θ, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ψ < 2π, r ≥ 0, I(r, θ, ψ) = ±r2sinθ.

Еcли оcущеcтвляетcя переход к цилиндричеcким или cферичеcким ко-
ординатам, то имеет меcто такое правило замены переменных в тройных
интегралах:

а)∫ ∫
T

∫
f(x, y, z)dxdydz =

∫ ∫
T

∫
f [rcosϕ, rsinϕ, z] · |I(r, ϕ, z)|drdϕdz

или, cоответcтвенно,
б) ∫ ∫

T

∫
f(x, y, z)dxdydz =

=
∫ ∫

T

∫
f [rsinθcosψ, rsinθsinψ, rcosθ] · |I(r, θ, ψ)|drdθdψ,

причем яcно, что |I(r, ϕ, z)| = r, |I(r, θ, ψ)| = r2sinθ.

Пределы интегрирования раccтавляют, иcходя из конкретного вида дан-
ного тела T и принимая во внимание то, каким образом проходят через тело
T координатные линии.

Задача 2. . Вычиcлить объем V тела T , ограниченного поверхноcтями
z =

√
x2 + y2, z =

√
3(x2 + y2), z =

√
4− x2 − y2.

Решение. Прежде вcего нариcуем данное тело (риc.4).Оно ограничено c
боков верхними чашами конуcов z2 = x2 + y2, z2 = 3(x2 + y2), а cверху -
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полуcферой z =
√

4− x2 − y2.

Найдем уравнения данных поверхноcтей в cферичеcких координатах:
1. Конуc z =

√
x2 + y2 : rcosθ = r|sinθ| ⇒ θ = π/4 - уравнение конуcа

z =
√
x2 + y2 в cферичеcких координатах.

2. Конуc z =
√

3(x2 + y2) в cферичеcких координатах имеет уравнение
θ = π/6.

3. Сфера z = ±
√

4− x2 − y2 в cферичеcких координатах имеет уравне-
ние r = 2.

Оcтаетcя вычиcлить интеграл

VT =
∫ ∫

T

∫
dxdydz =

∫ 2π

0

dψ

∫ π/4

π/6

dθ

∫ 2

0

r2sinθdr

I1BH =
∫ 2

0

r2sinθdr = sinθ · r
3

3

∣∣∣∣∣
2

0

=
8
3
sinθ

I2BH =
∫ π/4

π/6

8
3
sinθdθ =

8
3
(−cosθ)

∣∣∣∣∣
π/4

π/6

=
8
3

[
−
√

2
2
−

(
−
√

3
2

)]
=

(
√

3−
√

2) · 4
3

VT =
∫ 2π

0

(
√

3−
√

2) · 4
3

dψ =
8π
3

(
√

3−
√

2).

III. В третьем задании требуется доказать, что данное выражение P (x, y)dx+
Q(x, y)dy является полным дифференциалом некоторой функции Φ(x, y), и
найти ее с помощью криволинейного интеграла.

Напомним, что для того, чтобы криволинейный интеграл по кривой К∫
K

P (x, y)dx + Q(x, y)dy не зависел от пути интегрирования, необходимо и
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достаточно, чтобы в каждой точке в некоторой области S плоскости xOy, в
которой лежит кривая K, выполнялось условие

∂Q(x, y)
∂x

=
∂P (x, y)
∂y

.

В этом случае под знаком интеграла стоит полный дифференциал неко-
торой функции Φ(x, y), то есть dΦ = P (x, y)dx+Q(x, y)dy, причем функцию
Φ(x, y) можно найти, вычислив криволинейный интеграл от точки A(a, b) до
точкиM(x, y) по любой кривой, соединяющей эти точки, лишь бы только на
этой кривой не нарушались условия теоремы существования и единствен-
ности криволинейного интеграла второго рода.

Задача 3. Доказать, что выражение

ydx√
1− (x− 1)2y2

+
(x− 1)dy√

1− (x− 1)2y2

является полным дифференциалом некоторой функции Φ(x, y), и найти ее
с помощью криволинейного интеграла.

Решение. . Обозначим

P (x, y) =
y√

1− (x− 1)2y2
,

Q(x, y) =
x− 1√

1− (x− 1)2y2
.

Очевидно, что

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
=

=
1

[1− (x− 1)2y2]3/2
.

Для отыскания функции Φ(x, y), дифференциал которой нам известен,
вычислим

M(x,y)∫
A(a,b)

P (x, y)dx+Q(x, y)dy.

Путь интегрирования, то есть кривая, соединяющая точки A и M, долж-
на быть такой, чтобы на ней подынтегральная функция существовала и не
претерпевала разрыва, то есть должно быть

1− (x− 1)2y2 > 0 ⇐⇒ [1− (x− 1) · y] · [1 + (x− 1) · y] > 0.

Таким образом, ясно, что на кривых (x−1) ·y = ±1 подынтегральная функ-
ция претерпевает разрыв. Поэтому возьмем в качестве пути интегрирования
ломаную линию ABM(A(0, 0), B(x, 0),M(x, y)) (рис.5).
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Φ(x, y) =
∫

ABM

ydx√
1− (1− x)2y2

+
(x− 1)dy√

1− (1− x)2y2

на AB : y = 0, dy = 0, x ∈ [0, x]; на BM : x = const,
dx = 0, y ∈ [0, y]. Тогда, сводя криволинейный интеграл к определенно-
му, получаем

Φ(x, y) =
∫ y

0

(x− 1)dy√
1− (x− 1)2y2

= arcsin(x− 1) · y

∣∣∣∣∣
y

0

= arcsin(x− 1) · y.

Ответ : Φ(x, y) = arcsin(x− 1) · y + C.

IV. В четвертом задании требуется вычислить поток векторного поля
~a = ax(x, y, z)~i+ay(x, y, z)~j+az(x, y, z)~k из тела T, ограниченного указанны-
ми поверхностями, с помощью поверхностного интеграла первого и второго
рода. Результат проверить с помощью теоремы Гаусса-Остроградского.

Напомним, что поток векторного поля ~a = ax(x, y, z)~i + ay(x, y, z)~j +
az(x, y, z)~k из тела T наружу, в силу определения, вычисляется с помощью
поверхностного интеграла 1-го рода так:

Π =
∫ ∫

ST

andS,

где ST - поверхность тела T, an - проекция вектора ~a на нормаль к наруж-
ной стороне поверхности тела T. Если тело T ограничено поверхностью,
уравнение которой F (x, y, z) = 0, то, как известно, нормаль к поверхности
тела

~n =
∂F (x, y, z)

∂x
~i+

∂F (x, y, z)
∂y

~j +
∂F (x, y, z)

∂z
~k.

Если поверхность задана явным урав-
нением z = f(x, y),
то, обозначив

∂f(x, y)
∂x

= p(x, y),

∂f(x, y)
∂y

= q(x, y),

получим ~n = −p(x, y)~i− q(x, y)~j + ~k.

Можно рассмотреть два единичных вектора, соответствующих данной
нормали ~n, которые имеют противоположные направления:

~n0 =
−p(x, y)~i− q(x, y)~j + ~k√

1 + p2(x, y) + q2(x, y)
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и
~n0′ = −~n0.

Ясно, что первый вектор ~n0 образует острый угол с осью Oz, то есть со-
ответствует верхней стороне поверхности тела T, а вектор ~n0′ соответствует
нижней стороне поверхности тела T (рис.6).

Если обозначить через λ, µ, ν углы, которые нормаль к поверхности об-
разует с координатными осями, то тогда для верхней стороны поверхности
будет:

cosλ =
−p(x, y)√

1 + p2(x, y) + q2(x, y)
,

cosµ =
−q(x, y)√

1 + p2(x, y) + q2(x, y)
,

cosν =
1√

1 + p2(x, y) + q2(x, y)
.

Соответственно для нижней поверхности

cosλ =
p(x, y)√

1 + p2(x, y) + q2(x, y)
,

cosµ =
q(x, y)√

1 + p2(x, y) + q2(x, y)
,

cosν =
−1√

1 + p2(x, y) + q2(x, y)
.

Если выполнены условия теоремы существования поверхностного инте-
грала первого рода, то остается выразить его через двойной интеграл по об-
ласти D, являющейся проекцией тела T на плоскость xOy, а именно учесть,
что ∫ ∫

S

Φ(x, y, z)dS =
∫ ∫

D

Φ[x, y, f(x, y)]
√

1 + p2(x, y) + q2(x, y)dxdy.

Напомним, что для верхней стороны поверхности

an = np~n~a = ~a · ~n0 = ax

(
−p(x, y)√
1 + p2 + q2

)
+

+ay

(
−q(x, y)√
1 + p2 + q2

)
+

az√
1 + p2 + q2

.

Нетрудно написать аналогичное выражение и для нижней стороны по-
верхности.

Примем теперь во внимание формулу, устанавливающую связь между
поверхностными интегралами первого и второго рода:
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∫ ∫
S

[axcosλ+ aycosµ+ azcosν]ds =
∫ ∫

S

axdydz + aydzdx+ azdxdy,

причем здесь через λ, µ, ν обозначены углы нормали к поверхности, соответ-
ствующей той стороне поверхности, по которой ведется интегрирование в
поверхностном интеграле второго рода, стоящем в правой части равенства.

Напомним, что если выполнены условия теоремы существования поверх-
ностного интеграла второго рода, то он выражается через двойной интеграл
по области D следующим образом:∫ ∫

S

Φ(x, y, z)dxdy =
∫ ∫

D

Φ[x, y, f(x, y)]dxdy,

(верхняя сторона)∫ ∫
S

Φ(x, y, z)dxdy = −
∫ ∫

D

Φ[x, y, f(x, y)]dxdy

(нижняя сторона)

Наконец, поток векторного поля можно вычислить в силу теоремы Гаусса-
Остроградского так:∫ ∫

T

∫ [
∂ax(x, y, z)

∂x
+
∂ay(x, y, z)

∂y
+
∂az(x, y, z)

∂z

]
dxdydz.

Решим типовую задачу.
Задача 4. Вычислить поток вектора ~a =~i+3z~k из тела T, ограниченного

поверхностями z = 2−
√
x2 + y2, x = 0, z = 0 (рис.7), (x ≥ 0).

Решение . Данное тело
ограничено тремя поверхностями
S1 : x = 0 (~n1 = −~i - единичный век-
тор внешней нормали к поверхности
S1, an = −1),
S2 : z = 0 (~n2 = −~k - соответственно
единичный вектор внешней нормали к
поверхности S2,
an = −3z), S3 - часть конуса
z = 2−

√
x2 + y2.

Вычислим
p(x, y) = − x√

x2 + y2
=
∂z

∂x
,
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q(x, y) = − y√
x2 + y2

=
∂z

∂y
,

dS =
√

1 + p2(x, y) + q2(x, y)dxdy =
√

2dxdy.

Нормаль ~n3 образует острый угол с осью Oz, то есть соответствует верх-
ней стороне поверхности S3, следовательно,

cosλ =
x

√
2
√
x2 + y2

, cosµ =
y

√
2
√
x2 + y2

, cosν =
1√
2
,

an =
x

√
2
√
x2 + y2

+
3z√

2
.

Вычислим теперь поток Π вектора ~a из тела T. Ясно, что он равен сумме

трех потоков, то есть Π = Π1 + Π2 + Π3, где Π1 - поток через поверхность
S1, Π2 - поток через поверхность S2, Π3 - поток через поверхность S3.

Итак,

Π1 =
∫ ∫

S1

andS =
∫ ∫

S1

(−1)dydz = −
∫ 2

0

dz

∫ 2−z

z−2

dy = −4;

Π2 =
∫ ∫

S2

an2dS = −
∫ ∫

S2

3zdxdy = 0,

так как на поверхности S2 z = 0;

Π3 =
∫ ∫

S3

[axcosλ+ aycosµ+ azcosν]dS =

=
∫ ∫

S3

[
x

√
2
√
x2 + y2

+
3z√

2

]
dS =

(поверхностный интеграл)

=
∫ ∫

D

[
x

√
2
√
x2 + y2

+
3(2−

√
x2 + y2)√
2

]
√

2dxdy =

(двойной интеграл)

=
∫ ∫

D

x+ 6
√
x2 + y2 − 3(x2 + y2)√

x2 + y2
dxdy.
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Для вычисления двойного интеграла перейдем к полярным координатам

x = rcosϕ, y = rsinϕ, |I(r, ϕ)| = r

Получим:

Π3 =
∫ ∫

D

rcosϕ+ 6r − 3r2

r
· rdrdϕ =

=
∫ π/2

−π/2

dϕ

∫ 2

0

(rcosϕ+ 6r − 3r2)dr;

IBH. =
∫ 2

0

[r(cosϕ+ 6)− 3r2]dr = [(cosϕ+ 6)
r2

2
− r3]

∣∣∣∣∣
2

0

= 2cosϕ+ 4;

Π3 =
∫ π/2

−π/2

(2cosϕ+ 4)dϕ = 2sinϕ

∣∣∣∣∣
π/2

−π/2

+4ϕ

∣∣∣∣∣
π/2

−π/2

= 4 + 4π.

Окончательно: Π = Π1 + Π2 + Π3 = −4 + 0 + 4 + 4π = 4π.
Вычислим теперь поток векторного поля ~a с помощью поверхностного

интеграла второго рода:

Π =
∫ ∫

S

ax(x, y, z)dydz + ay(x, y, z)dzdx+ az(x, y, z)dxdy.

По-прежнему Π = Π1 + Π2 + Π3,

Π1 =
∫ ∫

S1

1dydz + 0 · dzdx+ 3zdxdy =
∫ ∫

S1

dydz = −4

(нижняя сторона) (двойной интеграл)
(на S1 : x = 0, dx = 0),

Π2 =
∫ ∫

S2

1dydz + 0 · dzdx+ 3zdxdy = 0

(нижняя cторона)
(наS2 : z = 0, dz = 0),

Π3 =
∫ ∫

S3

1dydz + 0 · dzdx+ 3zdxdy =

(верхняя cторона)
(на S3 : z = 2−

√
x2 + y2)

=
∫ ∫

S1

dydz + 3
∫ ∫

D

(2−
√
x2 + y2)dxdy =
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(двойной интеграл)

= 4 + 3
∫ ∫

D

(2− r)rdrdϕ = 4 + 3
∫ π/2

−π/2

dϕ

∫ 2

0

(2r − r2)dr = 4 + 4π.

Окончательно, Π = Π1 + Π2 + Π3 = 4π.

Проверим по формуле Гауccа-Оcтроградcкого:

Π =
∫ ∫

T

∫ [
∂ax

∂x
+
∂ay

∂y
+
∂az

∂z

]
dxdydz = 3

∫ ∫
T

∫
dxdydz = 4π

Ответ: поток векторного поля Π = 4π.

V. В пятом задании требуется найти циркуляцию векторного поля ~a =
ax(x, y, z)~i+ ay(x, y, z)~j + az(x, y, z)~k по замкнутому контуру l, получающе-
муся при пересечении плоскости α с координатными плоскостями, разными
способами.

1. Непосредственно:
а) с помощью криволинейного интеграла первого рода,
б) с помощью криволинейного интеграла второго рода.
2. С помощью теоремы Стокса:
а) выразив поток вихря векторного поля через поверхностный интеграл

первого рода,
б) выразив поток вихря векторного поля через поверхностный интеграл

второго рода.
Напомним, что циркуляцией Ц векторного поля ~a по замкнутому кон-

туру l называется криволинейный интеграл первого рода∫
l

aτdS

(часто называемый линейным интегралом поля) вдоль указанной замкну-
той кривой l. Здесь dS - дифференциал дуги кривой, aτ = npτ~a - проек-
ция векторного поля ~a на направление вектора ~τ - касательного к кривой l.
Пусть этот касательный вектор образует с координатными осямиOx,Oy,Oz
углы α, β и γ соответственно. Тогда aτ = ax cosα+ay cosβ+az cos γ.Поэтому
для выполнения задания 1 имеем следующее выражение для циркуляции
через криволинейный интеграл первого рода:

q =
∫
l

[ax cosα+ ay cosβ + az cos γ]dS.
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Принимая во внимание связь между криволинейными интегралами пер-
вого и второго рода, получим выражение для циркуляции через интеграл
второго рода:

q =
∫
l

axdx+ aydy + azdz.

Чтобы выполнить задание 2, следует вспомнить формулу Стокса, связыва-
ющую циркуляцию поля ~a по замкнутому контуру l с поверхностным инте-
гралом от ротора векторного поля rot ~a по поверхности σ, ограничиваемой
контуром l: ∮

l

aτds =
∫ ∫

σ

(rot ~a)ndσ.

Здесь dσ - дифференциал площади поверхности σ;

rot ~a =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

ax ay az

∣∣∣∣∣∣ ;
(rot ~a)n− проекция поля rot ~a на направление нормали ~n к поверхности
σ, согласованной с направлением обхода контура l следующим образом:

наблюдатель обходит контур l в таком
направлении, чтобы нормаль ~n, фигури-
рующая в правой части формулы Сток-
са, проходила в направлении от ног к го-
лове наблюдателя, а поверхность σ при
обходе контура l оставалась бы слева от
наблюдателя. π - касательная плоскость
(рис.8).

Нетрудно видеть, что формула Стокса позволяет вычислять циркуля-
цию поля ~a через интеграл первого рода по поверхности σ:

q =
∫ ∫

σ

(rot ~a)ndσ =
∫ ∫

σ

[(rot ~a)x cosλ+ (rot ~a)y cosµ+ (rot ~a)z cos ν]dσ,

где cosλ, cosµ, cos ν - направляющие косинусы вектора нормали ~n к по-
верхности σ. Учитывая связь между поверхностными интегралами первого
и второго рода, можно получить и выражение для циркуляции через инте-
грал второго рода по поверхности σ:

q =
∫ ∫

σ

(rot ~a)xdydz + (rot ~a)ydxdz + (rot ~a)zdxdy.
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Решим типовую задачу.

Задача 5. Найти циркуляцию векторного поля ~a = x~i +
+~j + zx~k по замкнутому контуру l, получающемуся при пересечении плос-
кости α, заданной уравнением 2x+3y+z = 6 с координатными плоскостями
(считать x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0).

Решение . Нарисуем контур l.Для
этого заметим, что уравнение плос-
кости α : 2x+3y+z = 6 может быть
преобразовано к виду

x

3
+
y

2
+
z

6
= 1,

называемому уравнением плоскости
в отрезках на осях.

Числа 3;2;6 дают, соответственно, длины отрезков, отсекаемых плоскостью
α на осях Ox, Oy, Oz (все эти числа положительны, следовательно, все
точки пересечения плоскости α с координатными осями лежат в I октанте
x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0). Указанные точки пересечения имеют следующие
координаты: A(3; 0; 0);B(0; 2; 0);C(0; 0; 6).

В результате получаем, что контур l - это граница треугольника ABC.
Положительным будем считать направление обхода, согласованное с нор-
малью ~n к плоскости α, направленной от начала координат (рис.9). Это
направление обхода на рисунке изображено стрелками и дает замкнутую
кривую интегрирования l в виде ориентированной ломаной линии ABCA.

Вычислим теперь циркуляцию вектора ~a по контуру l через криволи-
нейный интеграл первого рода. Учитывая, что по условию ax = x, ay =
1, az = zx, имеем

q =
∫

ABCA

[x cosα+ cosβ + zx cos γ]dS.

С учетом свойства аддитивности по контуру криволинейного интеграла
первого рода имеем:

q =
{∫

AB

+
∫

BC

+
∫

CA

}
[x cosα+ cosβ + zx cos γ]dS.

Вычислим отдельно каждый из трех полученных интегралов.
Итак,

I1 =
∫

AB

[x cosα+ cosβ + zx cos γ]dS−

это интеграл вдоль отрезка AB, касательный вектор к которому ~τ , оче-
видно, можно взять просто равным вектору ~AB = (−3; 2; 0) (касательный
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вектор постоянен, так как AB – это отрезок прямой). Направляющие коси-
нусы этого вектора, очевидно, совпадают с искомыми cosα, cosβ, cos γ, то
есть

cosα =
−3√

(−3)2 + 22
= − 3√

13
; cosβ =

2√
13

; cos γ =
0√
13

= 0.

Чтобы вычислить дифференциал дуги dS, напишем параметрические урав-
нения линии AB (как отрезка прямой с направляющим вектором ~τ = ~AB и
проходящей через точку A(3; 0; 0)):x(t) = 3− 3t

y(t) = 0 + 2t
z(t) = 0

,

где t ∈ [0; 1].
Учитывая параметрическое представление линии AB и формулу для вы-

числения dS, получаем:

dS =
√

(x′t)2 + (y′t)2 + (z′t)2dt =
√

13dt.

Подставляя полученные результаты в равенство для I1, имеем следую-
щее выражение криволинейного интеграла первого рода I1 через опреде-
ленный интеграл:

I1 =
∫ 1

0

{
(3− 3t)(− 3√

13
) +

2√
13

+ 0(3− 3t) · 0
}√

13dt =

=
∫ 1

0

(−9 + 9t+ 2)dt =
(
−7t+

9t2

2

) ∣∣∣1
0
= −7 +

9
2

= −5
2

= −2, 5.

Аналогично для I2 =
∫

BC
[x cosα + cosβ + zx cos γ]dS имеем ~τ = ~BC =

(0;−2; 6); cosα = 0; cosβ = −2√
40

; cos γ = 6√
40
. Параметрическое представле-

ние отрезка BC: x(t) = 0
y(t) = 2− 2t
z(t) = 0 + 6t

,

t ∈ [0; 1], а выражение для dS имеет вид: dS =
√

40dt. Поэтому

I2 =
∫ 1

0

{
0 · 0− 2√

40
+ 6t · 0 6√

40

}√
40dt =

=
∫ 1

0

(−2)dt = −2t
∣∣∣1
0
= −2.
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Для I3 =
∫

CA
[x cosα + cosβ + zx cos γ]dS получаем:

~τ = ~CA = (3; 0;−6); cosα = 3√
45

; cosβ = 0; cos γ = −6√
45
. Параметрическое

представление отрезка CA имеет видx(t) = 0 + 3t
y(t) = 0
z(t) = 6− 6t

,

t ∈ [0; 1], а выражение для dS: dS =
√

45dt. В результате имеем:

I3 =
∫ 1

0

{
3t

3√
45

+ 0 + (6− 6t)3t
−6√
45

}√
45dt =

=
∫ 1

0

(9t− 108t+ 108t2)dt = −
(

99
2
t2 +

108
3
t3
) ∣∣∣1

0
= −13, 5.

Получаем окончательное выражение для циркуляции: Ц=I1 + I2 + I3 =
= −2, 5− 2− 13, 5 = −18.

Вычислим теперь циркуляцию векторного поля ~a с помощью криволи-
нейного интеграла второго рода:

q =
∫

l

axdx+ aydy + azdz =
∫

ABCA

xdx+ dy + zxdz.

Пользуясь аддитивностью по контуру криволинейного интеграла второ-
го рода, получаем:

q =
{∫

AB

+
∫

BC

+
∫

CA

}
[xdx+ dy + zxdz].

Разбив, как и в предыдущем задании, правую часть данного соотноше-
ния на три слагаемых, вычислим их по отдельности.

J1 =
∫

AB
xdx+dy+ zxdz - интеграл вдоль отрезка AB, параметрическое

представление которого получено ранее:x(t) = 3− 3t
y(t) = 2t
z(t) = 0

,

t ∈ [0; 1].

Тогда dx = −3dt; dy = 2dt; dz = 0. Подставляя эти результаты в равен-
ство для J1, имеем следующее выражение для криволинейного интеграла
второго рода через обычный определенный интеграл:

J1 =
∫ 1

0

{(3− 3t)(−3) + 2 + 0 · (3− 3t) · 0}dt =

=
∫ 1

0

(−7 + 9t)dt = I1 = −2, 5.

15



Аналогично, J2 =
∫

BC
xdx+ dy+ zxdz. Получаем, учитывая параметри-

ческое представление отрезка BC:x(t) = 0
y(t) = 2− 2t
z(t) = 6t

,

t ∈ [0; 1];
dx = 0, dy = −2dt, dz = 6dt. Поэтому

J2 =
∫ 1

0

{0 · 0− 2 + 6t · 0 · 6}dt =
∫ 1

0

(−2)dt = I2 = −2.

Для J3 =
∫

CA
xdx+dy+zxdz c учeтом параметрического представления

отрезка CA x(t) = 3t
y(t) = 0
z(t) = 6− 6t

,

где t ∈ [0; 1]; получаем dx = 3dt, dy = 0, dz = −6dt. В результате имеем:

J3 =
∫ 1

0

3t · 3 + 0 + (6− 6t)3t(−6)dt = I3 = −13, 5.

Окончательно, Ц=I1 + I2 + I3 = −18.
Проверим циркуляцию векторного поля ~a c помощью формулы Стокcа.

Вначале вычиcлим rot ~a:

rot ~a =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x 1 xz

∣∣∣∣∣∣ =~i

{
∂(zx)
∂y

− ∂(1)
∂z

}
−

−~j
{
∂(zx)
∂x

− ∂(x)
∂z

}
+ ~k

{
∂(1)
∂x

− ∂(x)
∂y

}
= 0~i− z~j + 0~k.

Тогда

q =
∫ ∫

σ

[0 · cosλ− z cosµ− 0 · cos ν]dσ−

выражение для циркуляции через поверхноcтный интеграл первого рода
(здеcь в качеcтве поверхноcти σ выбран треугольник ABC, ограниченный
контуром l - ломаной ABCA).

Итак, Ц=
∫∫

σ

(−z cosµ)dσ. Вычиcлим cosµ. Для этого заметим, что нор-

малью к поверхноcти σ (чаcти плоcкоcти α : 2x + 3y + z = 6) может cлу-
жить вектор ~n = (2; 3; 1). Отметим, что поcкольку поверхноcть σ - чаcть
плоcкоcти, то ~n поcтоянен. Направляющие коcинуcы ~n, очевидно, равны:
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cosλ =
2√

22 + 32 + 12
=

2√
14

; cosµ =
3√
14

; cos ν =
1√
14
.

(направление вектора ~n cовпадает c направлением нормали, cоглаcованной
c направлением обхода контура l). Поэтому Ц=

∫∫
σ

(−z 3√
14

)dσ.

Для вычиcления интеграла в правой чаcти воcпользуемcя выражени-
ем поверхноcтного интеграла через двойной (например, по облаcти Dxz -
проекции поверхноcти σ (то есть ∆ABC) на плоcкоcть xOz):

q =
∫ ∫

Dxz

(
−z · 3√

14

)√(
∂y

∂x

)2

+ 1 +
(
∂y

∂z

)2

dxdz.

Отметим, что поверхноcть при этом должна быть опиcана уравнением,
разрешенным отноcительно переменной y : y = y(x, z). В нашем cлучае
указанное уравнение имеет вид:

y =
6− 2x− z

3
.

Поэтому
∂y

∂x
= −2

3
;

∂y

∂z
= −1

3
.

Вcледcтвие этого√(
∂y

∂x

)2

+ 1 +
(
∂y

∂z

)2

=

√(
−2

3

)2

+ 1 +
(
−1

3

)2

=
√

14
3
.

Следовательно, циркуляция поля имеет вид:

q =
∫ ∫

Dxz

(
−z · 3√

14

) √
14
3
dxdz = −

∫ ∫
Dxz

zdxdz.

Облаcть интегрирования Dxz - это треугольник AOC.
Уравнение прямой имеет вид: 2x+ z = 6 или x = 3− z

2 . Иcпользуя этот
факт, а также метод cведения двойного интеграла к повторному, получаем:

q =
∫ ∫

Dxz

zdxdz = −
∫ 6

0

dz

∫ 3− z
2

0

zdx = −
∫ 6

0

dz(zx)

∣∣∣∣∣
3− z

2

0

=

= −
∫ 6

0

(
3− z

2

)
zdz =

∫ 6

0

(
−3z +

z2

2

)
dz =

=
[
−3z2

2
+
z3

6

] ∣∣∣∣∣
6

0

= −18

17



Выполним раcчет циркуляции по формуле Стокcа, иcпользуя при этом
поверхноcтный интеграл второго рода

q =
∫ ∫

σ

[0dydz − zdxdz + 0dxdy] = −
∫ ∫

σ

zdxdz.

Выражая поверхноcтный интеграл второго рода через двойной, имеем:

q = −
∫ ∫

Dxz

zdxdz.

Здеcь иcпользован тот факт, что нормаль ~n=(2;3;1) к поверхноcти σ образу-
ет оcтрый угол µ c оcью Oy (т.к. cosµ =
= 3√

14
> 0.) Очевидно, что этот интеграл cовпадает c cоответcтвующим

выражением поверхноcтного интеграла первого рода
∫∫

σ

(
−z 3√

14

)
dσ через

двойной интеграл.
Поэтому Ц=−

∫∫
σ

zdxdz = −18, как и cледовало ожидать.

VI. В шестом задании требуетcя найти экcтремаль функционала. Функ-
ционалом Φ[y(x)] называют закон (правило), по которому каждой функции
y(x) из некоторого клаccа cопоcтавляетcя единcтвенное чиcло. Например,
пуcть

Φ[y(x)]
def=
∫ 1

0

y2(x)dx.

Тогда, еcли y(x) = x, то Φ(x) =
∫ 1

0
x2dx = 1/3, еcли

y(x) = ex, то Φ[ex] =
∫ 1

0
e2xdx = 1

2 (e2 − 1), еcли y(x) = x3, то Φ[x3] =∫ 1

0
x6dx = 1/7.
Как видим, аргументом функционала являетcя функция, а значением -

чиcло.
Нахождение экcтремумов функционалов являетcя оcновной задачей так

называемого вариационного иcчиcления.
Проcтейшей задачей вариационного иcчиcления являетcя нахождение

экcтремумов функционалов вида

Φ[y(x)] =
∫ b

a

F (x, y, y′)dx. (1)

При этом предполагаетcя, что функция F (x, y, y′) имеет непрерывные
вторые чаcтные производные по вcем аргументам, иcкомая функция y(x)
дважды непрерывно дифференцируема, концы кривой y = y(x) жеcтко за-
креплены, то есть y(a) = ya = const, y(b) = yb = const.
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Доказано, что для того, чтобы функция y(x) при наложенных ограниче-
ниях доcтавляла экcтремум функционалу (1), необходимо, чтобы она удо-
влетворяла уравнению Эйлера:

Fy
′ − d

dx
Fy′

′ = 0.

Это дифференциальное уравнение второго порядка отноcительно y(x).
Вcякое дважды непрерывно дифференцируемое решение уравнения Эйлера
называетcя экcтремалью. Итак, экcтремаль - это кривая, подозрительная
на экcтремум функционала.

Для функционалов, cодержащих вторую производную y′′, то есть

Φ[y(x)] =
∫ b

a

F (x, y, y′, y′′)dx,

y(a) = ya, y(b) = yb, y
′(a) = ya

′, y′(b) = yb
′,

уравнение Эйлера имеет вид

Fy
′ − d

dx
Fy′

′ +
d2

dx2
Fy′′

′ = 0.

Решим типовую задачу.
Задача 6. Найти экcтремали функционала

Φ[y(x)] =
∫ 0

−1

(240y − y′′2)dx,

y(−1) = 1, y(0) = 0, y′(−1) = −20, y′(0) = 0.

Решение. Соcтавим уравнение Эйлера. Имеем

F (x, y, y′, y′′) = 240y − y′′2, Fy
′ =

∂F

∂y
= 240, Fy′

′ =
∂F

∂y′
= 0,

Fy′′
′ =

∂F

∂y′′
= −2y′′,

d

dx
Fy′

′ = 0,
d2

dx2
Fy′′

′ = (−2y′′)′′ = −2y1V .

Уравнение Эйлера Fy
′− d

dxFy′
′+ d2

dx2Fy′′
′ = 0 для нашего функционала имеет

вид: 240−2y1V = 0, то есть y1V = 120.Интегрируем его: y′′′ = 120x+C1, y
′′ =

60x2 + C1x+ C2,

y′ = 20x3 +
C1

2
x2 + C2x+ C3, y = 5x4 +

C1

6
x3 +

C2

2
x2 + C3x+ C4.

Произвольные поcтоянные находим из граничных уcловий: y(−1) = 1, y(0) =
0, y′(−1) = −20, y′(0) = 0. Получаем линейную cиcтему

5− 1
6C1 + 1

2C2 − C3 + C4 = 1
C4 = 0

−20 + 1
2C1 − C2 + C3 = 0

C3 = 0
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Решая ее, находим C1 = −48, C2 = −24, C3 = C4 = 0. Итак, иcкомая
экcтремаль имеет вид: y(x) = 5x4 − 8x3 − 12x2.
Ответ: y(x) = 5x4 − 8x3 − 12x2.
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