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ГЛАВА  I.  ВВЕДЕНИЕ 

§1  Логическая символика 
 

Математика оперирует предложениями, про которые мы обычно можем 
определенно сказать, истинны они или ложны. Такие предложения называются 
высказываниями. Высказывания  являются объектом изучения раздела матема-
тики, который называется математической логикой.  Мы не будем вдаваться 
в детали этого раздела, но будем использовать обозначения, которыми матема-
тическая логика пользуется. 

Для краткой записи математических высказываний мы будем употреблять 
следующие логические символы: 
1. Квантор всеобщности - ∀ , который читается как «любой», «всякий», 
«для любого», «для всякого». 
2. Квантор существования - ∃, который читается как «существует», 
«можно найти», «найдется». 

Знак ∀  является перевернутой буквой А, а знак ∃ перевернутой Е, кото-
рые являются первыми буквами английских слов All – все и Exists – существу-
ет. 

Например, запись 5x y x y∀ ∃ + =  читается следующим образом: «для 
любого x можно найти y  так, что  5x y+ = ». 
3. Знак следования ⇒ . Если α  и β  два высказывания, то запись α β⇒  
будет означать: «из α  следует β », «α  влечет за собой β », «если α , то β », 
«для того чтобы было выполнено α  необходимо, что выполнялось β » или «для 
того, чтобы выполнялось β , достаточно, чтобы было выполнено α ». 
Например, запись 6 2x x⇒  можно прочитать следующим образом: «если  x 
делится на 6, то x делится на 2» или «для того, чтобы x делился на 6, необходи-
мо, чтобы x делился на 2» или «для того, чтобы  x делился на 2, достаточно, 
чтобы  x делился на 6». 
4. Знак равносильности ⇔ . Запись α β⇔  означает: «α  равносильно β », 
«из α  следует β  и из β  следует α », «α  необходимо и достаточно для выпол-
нения β » или «α  выполнено тогда и только тогда, когда выполнено β ». 
Например, ( ) ( ) ( ) ( )0 0,n n nP x многочлен P x x x x корень P x∀ − − ⇔ −  можно 
прочитать таким образом: «для того, чтобы  многочлен ( )nP x  делился на 0x x− , 
необходимо и достаточно, чтобы 0x  было корнем этого многочлена» или «мно-
гочлен ( )nP x  делится на  0x x−  тогда и только тогда, когда 0x  является корнем 
этого многочлена». 
5. Знак отрицания  . Запись α  означает «не α », «неверно, что α  имеет 
место».  
Замечание. Использование кванторов позволяет легко строить отрица-
ние высказываний. Запись ∀  («не для любого») читается таким образом: 
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«существует объект, не обладающий требуемым свойствам», и запись ∃   
(«не существует») можно прочитать: «любой объект  не обладает указанным 
свойством». 
Например, высказывание 4 1n число n простое∀ ∈ − −  означает: «не для 
всякого натурального числа  n число 4 1n −  простое», что равносильно выска-
зыванию: «существует натуральное число n, для которого число 4 1n −  со-
ставное». А высказывание ( )2 1 4n n∃ ∈ +  означает: «не существует на-
турального числа n, для которого 2 1n +  делится на 4», что равносильно вы-
сказыванию «для всякого натурального n  число 2 1n +  не делится на 4». 

§2 Бином Ньютона 
Приведем здесь одну важную формулу, которая является обобщением 

двух, хорошо известных школьных формул. 
Обозначим через !n  (читается n-факториал) - произведение всех нату-

ральных чисел от 1 до n. Кроме того, положим по определению, 0! 1= . 
Биномом Ньютона называется формула 

( ) 0 1 1 2 2 2 ... ...n n n n k n k k n n
n n n n na b C a C a b C a b C a b C b− − −+ = + + + + + + , 

где a  и b  - любые вещественные числа, n - натуральное число, а коэффициенты 
0 1 2, , ,..., ,...,k n
n n n n nC C C C C  называются биномиальными коэффициентами и вы-

числяются по формуле  
( )

!
! !

k
n

nC
k n k

=
−

. 

В школьном курсе формула бинома Ньютона приводится для 2n =  и 3n = . 
Прежде чем доказывать формулу бинома Ньютона, сформулируем и дока-

жем свойства биномиальных коэффициентов: 
1. 0 1n

n nC C= = ; 
2. 1 1n

n nC C n−= = ; 
3. k n k

n nC C −= ; 
4. 1 1

1
k k k
n n nC C C+ +

++ = . 
Первые два свойства очевидно следуют из формулы для вычисления коэф-

фициентов. Докажем третье свойство:  

►
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1 ! 1! !
! ! 1 ! 1 ! 1 ! !

k k
n n

n k n kn nC C
k n k k n k k n k

+ + + −
+ = + = =

− + − − + −
 

( )
( ) ( ) ( )( )

1
1

1 !
.

1 ! 1 1 !
k
n

n
C

k n k
+
+

+
= =

+ + − +
◄ 

Теперь докажем формулу бинома Ньютона.  
►Доказательство проведем методом математической индукции. 

База индукции. Очевидно, равенство ( )1 0 1
1 1a b C a C b+ = +  верно. 

Индукционная теорема. 
Пусть равенство 
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( ) 0 1 1 2 2 2 ... ...m m m m k m k k m m
m m m m ma b C a C a b C a b C a b C b− − −+ = + + + + + +  

 верно при некотором натуральном m . Докажем, что будет верным равенство 
( ) 1 0 1 1 2 1 2 1 1 1

1 1 1 1 1... ...m m m m k m k k m m
m m m m ma b C a C a b C a b C a b C b+ + − + − + +
+ + + + ++ = + + + + + + . 

Действительно,   
( )
( ) ( ) ( )( )

( )

1

0 1 1 2 2 2

0 1 1 2 1 2 1

0 1 1 2 1 1 1 1

0 1 1 0

... ...

... ...

... ...

m

m m m m k m k k m m
m m m m m

m m m k m k k m m
m m m m m

m m k m k k m m m
m m m m

m
m

m m
m m m m

a b

a b a b C a C a b C a b C a b C b a b

C a C a b C a b C a b C ab

C a b C a b C a b C ab C b

C a C C a b C

+

− − −

+ − − +

− − − + − +

+

+ =

= + + = + + + + + + + =

= + + + + + + +

+ + + + + + + =

= + + + ( ) ( )
( )

1

1 1

0 1 1 2 1 2 1 1 1
1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 1

...

... ...

...

.

m k k

m m m m m
m m m

m m m k m k k m m m m
m m m m m m

m k m k
m m m a b

C C ab C b

C a C a b C a b C a b C b C b

C a b C C

a

− +

− +

+ − − + + +
+ + + + + +

− − + +

+ + + + =

= + + + + + +

+ + + +

+
  
Таким образом, формула будет верна для любого натурального показателя n.◄ 

§3  Множества 
3.1. Множество 

 Понятие множества – одно из основных понятий в математике, поэтому 
точного определения этого понятия не существует. Как все основные понятия, 
оно определяется аксиоматически, но здесь мы не будем этого делать и вместо 
точного определения дадим синонимы этого понятия, позволяющие понять, что 
это такое. 

Синонимами понятия «множество» являются: совокупность, набор, а 
также все аналогичные слова, употребляющиеся в более конкретных ситуациях, 
такие как коллекция, группа, стая и т.п. Например, множество людей, служа-
щих на одном корабле – экипаж или команда, множество томов одного автора – 
собрание сочинений. 

Один объект, входящий в данное множество, будем называть элементом 
этого множества. Количество элементов в множестве может быть любым. 
Если в множестве нет ни одного элемента, то такое множество будем называть 
пустым. Например, множество вещественных решений уравнения 

2 6 10 0x x+ + =  пусто. Обозначать пустое множество будем символом ∅ .  
Если множества обозначать большими латинскими буквами, а элементы 

множества малыми, то запись a A∈  будет читаться как «a есть элемент множе-
ства А» или «элемент a принадлежит множеству А», а запись a A∉  как «a не 
является элементом множества А» или «элемент a не принадлежит множеству 
А».  

Если количество элементов в множестве невелико, то множество можно 
задать перечислением его элементов в фигурных скобках, например, 
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{ }1,3,6,10A = .  Также можно задать и бесконечные множества, если ясен закон 
образования их элементов.  

Например, { }1,4,9,16,...B = . Естественно считать, что перед нами множе-
ство квадратов натуральных чисел. Поэтому, если не возникает разночтений, в 
этой ситуации не задают общий член элементов множества. 

Множества очень часто задаются некоторым свойством, по которому 
можно определить, входит взятый объект в данное множество или нет. Это 
свойство будем называть характеристическим свойством множества. Для запи-
си такого множества в фигурных скобках сначала пишут, как обозначается эле-
мент множества, затем вертикальную черту, после которой записывается харак-
теристическое свойство. Например, 

{ }| , 4 1, 0,1,2,3,...C x x натуральное число x n n= − = + =  - множество нату-
ральных чисел, которые при делении на 4 дают в остатке 1. 
 
3.2. Подмножество. Равенство множеств 

Если даны два множества A  и B  и известно, что каждый элемент множе-
ства B  является элементом множества A , то будем говорить, что множество B  
является подмножеством множества A  или, что множество A  содержит в 
себе множество B . Это обозначается следующей записью: B A⊂ . 

Два множества  и B  называются равными, если B A⊂  и A B⊂ . Очевид-
но, что множества равны тогда и только тогда, когда они состоят из одинако-
вых элементов. 

 
3.3. Операции над множествами 

Довольно часто в задачах требуется из двух (или более) данных множеств 
образовать тем или иным способом одно третье множество. Для этого вводится 
несколько операций над множествами. 

Объединением двух множеств A  и B  на-
зывается множество C , состоящее из всех эле-
ментов, которые входят хотя бы в одно из дан-
ных множеств. 

Обозначается объединение следующим образом: C A B= ∪ . 
Пример 1. Пусть { }| 2 5A x x= ≤ < , { }| 4 7B x x= < ≤ . Тогда 

{ }| 2 7A B x x∪ = ≤ ≤ . 
Пересечением двух множеств A  и B  называется 
множество C , состоящее из всех элементов, ко-
торые входят в каждое из данных множеств. 

Обозначается пересечение C A B= ∩ . 
Пример 1.3.2. Рассмотрим множества A  и B  из 

предыдущего примера. Тогда { }| 4 5A B x x∩ = < < . 
Совершенно очевидно, что понятия объединения и пересечения  распро-

страняются на любое количество множеств. Тогда, если имеется некоторое 
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множество множеств Aα , где α  образуют некоторую совокупность индексов, 
то через 

U
Aα

α∈
∪  мы будем обозначать объединение множеств Aα , а через 

U
Aα

α∈
∩  - их пересечение. 

Разностью двух множеств A  и B  называ-
ется  множество C , состоящее из всех элемен-
тов, которые входят в A , но не входят в B .  

Обозначается разность \C A B= . 
В предыдущем примере { }\ | 2 4A B x x= ≤ ≤ . 

Пусть дано некоторое множество, которое со-
держит в себе все прочие множества, о которых может 
идти речь в данном круге задач. Такое множество бу-
дем называть универсальным. Тогда дополнением 
множества A  (или дополнением множества A  до уни-
версального множества) будем называть множество 
C , состоящее из всех элементов которые входят в 

универсальное множество, но не входят в множество A . 
Например, когда речь идет о числах, естественно за универсальное мно-

жество принять множество всех вещественных (или комплексных) чисел. Тогда 
дополнением множества рациональных чисел является множество иррацио-
нальных чисел и т.п. 

Дополнение множества A  будем обозначать dA . 
Операции над множествами иллюстрируются на так называемых диа-

граммах Венна, где каждое множество изображается в виде части плоскости. 
 

3.4. Свойства операций над множествами 
Операции над множествами обладают рядом свойств, которые полезно 

знать: 
1. A B B A∪ = ∪ ; 
2. A B B A∩ = ∩ ; 
3. ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪ ; 
4. ( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ = ∩ ∪ ∩ ; 

5. A A∪∅ = ; 
6. A∩∅ =∅ ; 
7. ( )d d dA B A B∪ = ∩ ; 

8. ( )d d dA B A B∩ = ∪ .
Для доказательства этих свойств воспользуемся определением равенства 

множеств. Докажем, например свойства 3 и 7. 
Доказательство свойства 3.  
► Пусть ( )a A B C∈ ∪ ∩ , тогда 
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 ( ) ( )

a A
a A

a Ba A a A B
a A B A Ca B

a B C a A Ca A
a C

a C

⎧ ∈⎡
∈⎡ ⎪⎢ ∈∈ ∈ ∪⎡ ⎧⎪⎣⎢⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ∈ ∪ ∩ ∪∈⎧ ⎨ ⎨⎢ ⎢∈ ∩ ∈ ∪∈⎨ ⎡⎣ ⎩⎪⎢ ∈⎩⎣ ⎢⎪ ∈⎣⎩

. Таким 

образом, мы доказали, что из соотношения ( )a A B C∈ ∪ ∩  следует соотноше-
ние ( ) ( )a A B A C∈ ∪ ∩ ∪ , что означает, что ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ ⊂ ∪ ∩ ∪ . 

Докажем обратное включение. Пусть ( ) ( )a A B A C∈ ∪ ∩ ∪ . Тогда 

a A B
a A C
∈ ∪⎧

⎨ ∈ ∪⎩
, откуда следует, что 

a A
a A

a B a A
a B

a B Ca A
a C

a C

⎧ ∈⎡
∈⎡⎪⎢ ∈ ∈⎡⎪⎣ ⎢⇒ ⇒∈⎧⎨ ⎢⎢ ∈ ∩∈⎡ ⎨ ⎣⎪ ⎢ ∈⎩⎣⎢⎪ ∈⎣⎩

. Последние со-

отношения означают, что ( )a A B C∈ ∪ ∩  и ( ) ( ) ( )A B A C A B C∪ ∩ ∪ ⊂ ∪ ∩ . 
Окончательно, ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪ .◄ 

Доказательство свойства 7. 

► Пусть ( )da A B∈ ∪ , тогда a A B∉ ∪ , т.е. 
a A
a B
∉⎧

⎨ ∉⎩
, следовательно, 

d
d d

d

a A
a A B

a B

⎧ ∈⎪ ⇒ ∈ ∩⎨
∈⎪⎩

 и мы доказали, что ( )d d dA B A B∪ ⊂ ∩ . 

Обратно,  пусть d da A B∈ ∩ . Тогда 

( )
d

d
d

a A a A
a A B a A B

a Ba B

⎧ ∈ ∉⎧⎪ ⇒ ⇒ ∉ ∪ ⇒ ∈ ∪⎨ ⎨ ∉∈ ⎩⎪⎩
. Отсюда ( )dd dA B A B∩ ⊂ ∪  и 

окончательно, ( )d d dA B A B∪ = ∩ .◄ 
 
3.5. Отображения множеств 
Определение 1.3.1. Пусть даны два множества X  и Y . Правило f , по кото-
рому для каждого элемента x X∈  можно найти единственный элемент y Y∈ , 
будем называть отображением множества X  в множество Y . 

Задать отображение – означает задать тройку X , Y  и правило f . 
Тот факт, что задано отображение множества X  в множество Y  будем 

обозначать :f X Y→  или 
f

X Y→ . Если мы хотим указать, какой именно эле-
мент y Y∈  соответствует элементу x X∈ , то будем писать x y→  или ( )y f x= . 
Множество X  будем называть областью определения отображения. Элемент 
y , соответствующий элементу x X∈ , называется образом элемента x  и обо-
значается ( )f x . Множество образов ( ){ } 0|f x x X Y∈ =  входит в множество Y , 
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но может не совпадать с ним.  Множество 0Y  будем называть множеством 
значений отображения. Если 0Y Y= , то будем говорить, что f  отображает X  
на  Y  или, что отображение f  является сюръекцией. 
Пример 2. Пусть X Y= =  - множество всех вещественных чисел, и каждому 
x X∈  ставится в соответствие его квадрат 2x . Это правило является отображе-
нием множества X  в множество Y , но не является сюръекцией, так как есть 
вещественные числа (отрицательные), которые не являются значениями такого 
отображения. 

Если положить X  - множество всех вещественных чисел и Y  - множест-
во неотрицательных вещественных чисел, и 2x x→ , то такое правило отобра-
жает X  на Y , т.е. является сюръекцией. 
Пример 3. Пусть X  - множество точек полуокружности 
АВ (конечные точки не принадлежат множеству), Y  - 
множество точек прямой l . Каждой точке полуокружно-
сти M  сопоставим точку прямой 1M  так, чтобы точки 

1, ,A M M  лежали на одной прямой.  
Это отображение множества X  в множество Y . 
Если взять X  - множество точек окружности с вы-

колотой точкой A  и Y  - множество точек прямой l  и ка-
ждой точке окружности M  сопоставить 
точку прямой 1M  так, чтобы точки 

1, ,A M M  лежали на одной прямой, то та-
кое правило будет сюръекцией. 
Пример 4. X = , Y  - произвольное мно-
жество. Здесь каждому натуральному чис-
лу сопоставляется элемент некоторого 
множества. Такое отображение будем на-
зывать последовательностью.  

Элемент множества Y , соответст-
вующий натуральному числу n  называют общим членом последовательности и 
обозначают ny . Таким образом, последовательность – это отображение мно-
жества натуральных чисел в произвольное множество Y : , ,n nn y n y Y→ ∈ ∈ . 

Последовательности будем записывать { } 1n ny ∞
=

 или, иногда, в виде упорядочен-
ного набора 1 2 3, , ,...y y y , которые будем называть элементами последователь-
ности. 
Замечание. Если отображение задает последовательность, то множество 
значений этой последовательности также обозначается символом { }ny , но 
это множество не надо путать с самой последовательностью. Последова-
тельность всегда бесконечна, тогда как множество ее значений может быть 
конечным. Например, пусть  общий член последовательности задан формулой 
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( )1 1
,

2

n

ny n
+ −

= ∈ . Тогда  последовательностью будет бесконечный набор 

чисел  0, 1, 0, 1, 0,... , а множеством ее значений – множество, состоящее 
только из двух элементов: { }0, 1 . 

Возьмем 0y Y∈ . Тогда множество ( ){ }|x f x y=  (оно может содержать не 
единственный элемент) будем называть прообразом элемента y  и обозначать 

( )1f y− . Это определение можно расширить и предполагать, что y Y∈ . Тогда, 
если 0y Y∉ , то его прообраз - пустое множество.  

Если задано отображение X  на Y , и прообраз каждого элемента из Y  
единственен, то будем говорить, что между множествами X  и Y  установлено 
взаимно-однозначное соответствие. В этой ситуации пишут X Y↔  или по 
элементам x y↔  и отображение f , устанавливающее это соответствие назы-
вают биекцией. 

Понятия образа и прообраза можно ввести не только для одного элемента, 
но и для множеств. Так, образом множества A X⊂  будем называть множест-
во ( ){ }| , ,y y Y y f x x A∈ = ∈ , и прообразом множества B Y⊂  будем называть 

множество ( ){ }| , ,x x X f x y y B∈ = ∈ . Образ множества A  будем обозначать 

( )f A , а прообраз множества B  - ( )1f B− . 

§4 Аксиомы вещественных чисел 
В классическом математическом анализе изучаются вещественнозначные 

функции вещественного аргумента, поэтому нам понадобится знать свойства 
вещественных чисел. В абсолютно строгом курсе теория вещественного числа 
строится аксиоматически, но в учебном курсе такое изложение не предусмот-
рено. Мы будем считать, что читатель в основном знаком с понятием вещест-
венного числа и дадим только обзорное изложение аксиоматики вещественных 
чисел, остановившись более подробно, на тех свойствах чисел, о которых не 
упоминалось в средней школе. 
 
4.1. Аксиомы  сложения 

На множестве вещественных чисел определена бинарная операция (то 
есть каждой паре вещественных чисел единственным образом сопоставляет-
ся некоторое вещественное число), которая называется сложением и облада-
ет следующими свойствами: 

1. Для любых двух чисел a и b выполняется 
                                     a b b a+ = + . 
Это свойство называется коммутативным законом сложения. 

2. Для любых чисел a, b и c выполняется  
                                  ( ) ( )a b c a b c+ + = + + . 

Это – ассоциативный закон сложения. 
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3. Существует число, которое называется нейтральным элементом 
сложения (или нулем) и которое обозначается 0  такое, что для всякого 
числа a выполняется  

0a a+ = . 
4. Для любого числа a  существует число, которое называется противопо-

ложным данному и обозначается a−  такое, что  
( ) 0a a+ − = . 

Сформулируем и докажем несколько следствий из этих аксиом. 
Следствие 1. Нейтральный элемент сложения единственный. 

►Предположим, что существует два нейтральных элемента 0  и 0′ .  
Тогда 0′ = (в силу аксиомы 3)=0 0′ + = (в силу аксиомы 1)=0 0′+ = (в силу аксио-
мы 3)=0.◄ 
Следствие 2. Число, противоположное данному, единственно. 

►Предположим, что число a  имеет два противоположных элемента b   и 
'b . Тогда, применяя последовательно аксиомы 3, 4, 2, 1, 4, 3, получим  

( ) ( )0 0b b b a b b a b b b′ ′ ′ ′= + = + + = + + = + = .◄ 
Следствие 3. Для любого числа a  верно ( )a a− − = . 

►Требуется доказать, что число a  является противоположным числу a− . 
Действительно, ( ) ( ) 0a a a a− + = + − = , а это и означает, что ( )a a= − − .◄ 

Теперь можно ввести действие, обратное сложению и для любых вещест-
венных чисел a  и b  определить разность c a b= − . 
Определение 1.4.1. Разностью чисел a  и b  называется такое веществен-
ное число c , для которого выполнено равенство c b a+ = . 
Теорема 1.4.1. Для любых вещественных чисел a и b существует  разность 
c a b= − , причем это число c  единственно. 

►Возьмем число ( )c a b= + −  и проверим по определению, что оно явля-
ется  разностью чисел a  и b . Действительно, используя свойства сложения, по-
лучим  ( )( ) ( )( ) 0c b a b b a b b a a+ = + − + = + − + = + = . 

Таким образом, число ( )a b+ −  является разностью, следовательно, раз-
ность всегда существует.  

Докажем ее единственность. Пусть c - разность чисел a и b. Тогда 
c b a+ = . Прибавим к каждой части этого равенства по ( )b− . Получим 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 .c b b a b c b b a b c a b c a b+ + − = + − ⇔ + + − = + − ⇔ + = + − ⇔ = + −

 Таким образом, только число ( )a b+ −  будет требуемой разностью.◄ 
Для разности выполняются свойства: 

Свойство 1. Для любого числа a выполняется равенство 0a a− = ; 
Свойство 2. Для любых чисел a и b выполняется равенство 

( )a b a b− − = − + . 
Эти свойства докажите самостоятельно. 
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4.2. Аксиомы  умножения 
На множестве вещественных чисел определена бинарная операция, ко-

торая называется умножением и обладает следующими свойствами: 
1. Для любых двух чисел a и b выполняется 

                                     a b b a⋅ = ⋅ . 
Это свойство называется коммутативным законом умножения. 

2. Для любых чисел a, b и c выполняется  
                                   ( ) ( )a b c a b c⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ . 
Это – ассоциативный закон умножения. 

3. Существует число, которое называется нейтральным элементом ум-
ножения (или единицей) и которое обозначается 1 такое, что для вся-
кого числа a  выполняется  
                                      1a a⋅ = . 

4. Для любого числа 0a ≠ существует число, которое называется обрат-

ным данному и обозначается 1
a

 такое, что  

                                      1 1a
a
⋅ = . 

Из аксиом умножения следуют свойства: 
Свойство 1. Нейтральный элемент умножения единственен. 

Свойство 2. Для любого числа 0a ≠  число 1
a

 единственно. 

Свойство 3. Для любого числа 0a ≠  выполняется равенство 1
1 a

a
= . 

Эти свойства аналогичны свойствам 1-3 сложения и доказываются анало-
гично. 
Свойство 4. Произведение обратных к числам, отличным от нуля, равно 

обратному числу к произведению этих чисел, то есть  1 1 1
a b a b
⋅ =

⋅
. 

Докажем последнее свойство. 
► Пользуясь аксиомами умножения, получим 

( )1 1 1 1 1a b a b
a b a b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Отсюда следует, что число 1 1
a b
⋅  - обратное к произведению ab , что и требова-

лось доказать.◄ 
Теперь определим действие деления двух вещественных чисел. 

Определение 1.4.2. Частным двух вещественных чисел будем называть 

такое вещественное число ac
b

= , для которого c b a⋅ = . 
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Теорема 1.4.2.  Для любых двух вещественных чисел a и b, 0b ≠  существует 

и единственно частное a
b

. 

►Возьмем в качестве c  число 1a
b
⋅  и докажем, что оно будет частным 

чисел a и b. Имеем  1 1 1c b a b a b a a
b b

⎛ ⎞⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Теперь докажем единственность этого частного. Допустим, что c - какое-

нибудь частное чисел a и b. Тогда c b a⋅ = . Умножим это равенство на число 1
b

. 

Тогда 1 1 1 1 1 11c b a c b a c a c a
b b b b b b

⎛ ⎞⋅ ⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ ⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅ ⇔ = ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

То есть другого частного быть не может.◄ 

Теперь можно доказать, что частное 1a
a
= . 

Далее можно из множества вещественных чисел выделить натуральные 
числа, целые и рациональные дроби. Также можно ввести операции возведения 
в степень и извлечения корня. Мы не будем здесь заниматься подробным изу-
чением различных классов чисел, напомним только, что числа, которые можно 

представить в виде частного a
b

, где a  - целое, а b  - натуральное число, назы-

вают рациональными числами. Каждое рациональное число можно записать, 
как конечную или бесконечную периодическую десятичную дробь. Если веще-
ственное число нельзя представить в виде такого частного, то это число будем 
называть иррациональным. 

 
Напомним также, что каждое рациональное число вида ( )0 1 2, ... 9na a a a , 

т.е. число, в десятичной записи которого, начиная с некоторой позиции, нахо-
дится 9 в периоде, можно записать в виде конечной десятичной дроби вида 

( )0 1 2, ... 1na a a a + , т.е. такого, где цифра, стоящая в n  - ой позиции увеличивает-
ся на 1 и становится последней. Например, 1,3999... 1,4=  или 12,999... 13= . 

Сформулируем два наиболее интересных свойства дробных чисел: 
 

Свойство 1. Равенство , 0, 0a c b d
b d
= ≠ ≠  равносильно равенству  

ad bc= ; 
 
Свойство 2.  Для любых чисел a, 0b ≠  и 0c ≠  выполняется равенство 
a a c
b b c

⋅
=

⋅
. 
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4.3.  Аксиома, связывающая   сложение  и  умножение 
Для любых чисел a, b и c выполняется 

                                       ( )a b c a c b c+ ⋅ = ⋅ + ⋅ . 
Это свойство называется дистрибутивным законом. 

Аксиомы первых трех групп позволяют доказать еще некоторое количе-
ство свойств вещественных чисел, например, 

0 0a ⋅ = ; 
( ) ( )a b a b− ⋅ = − ⋅   и  ( ) ( )a b a b⋅ − = − ⋅ . 

4.4. Аксиома  порядка 
 Множество вещественных чисел разделено на три непустых и непересекаю-
щихся класса так, что один класс состоит из одного нулевого элемента, числа, 
входящие в другой класс называются положительными, а числа входящие в 
третий класс – отрицательными. При этом 
1) Если a- положительно, то a−  - отрицательно и наоборот; 
2) Если числа a и b - положительные, то их сумма a b+ - положительная; 
3) Если числа a и b - положительные, то a b⋅ - положительное. 
 Сформулируем следствия из этой аксиомы. 
Следствие 1. Число 1 – положительное. 

►Докажем, что 1 0≠ . Действительно, в силу аксиомы порядка, существу-
ет хотя бы одно положительное число a . Тогда, если допустить, что 1 0= , то 
получим 1 0 0a a a= ⋅ = ⋅ = , что противоречит выбору числа a . 

Теперь допустим, что 1 – число отрицательное. Тогда, ( )1−  - положи-
тельно, и в силу пункта 3 аксиомы порядка, получим, что, если a  - число поло-
жительное, то произведение ( )1 a− ⋅  - тоже положительно. Так как 
( ) ( )1 1a a a− ⋅ = − ⋅ = − , то a−  - положительно, следовательно, a - отрицательно, 
что противоречит выбору a. 
Таким образом, число 1 может быть отнесено только к классу положительных 
чисел.◄ 
Следствие 2. Аксиома порядка позволяет ввести понятие сравнения веще-
ственных чисел.  
Определение 1.4.3. Будем говорить, что a больше b и писать: a b> , если 
разность a b−  - положительна. Если эта разность отрицательна, то будем 
говорить, что a меньше b  и писать  a b< . 

Таким образом, для любых двух вещественных чисел a  и b  выполняется 
одно из трех соотношений: 

, ,a b a b a b= > < . 
Будем также писать a b≥  ( )a b≤ , если выполнено одно из двух соотно-

шений: a b>  ( )a b<  или a b= . 
Наличие соотношений  «больше» и «меньше» для любой пары неравных 

вещественных чисел называют свойством упорядоченности множества веще-
ственных чисел. 

Отсюда следуют свойства неравенств: 
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1. Если a b> , то b a< . 
2. Если a b>  и b c> , то a c> . Это свойство называется свойством тран-
зитивности неравенств. 

3. Если a b>  и c  - любое вещественное число, то a c b c+ > + . 
4. Если a b>  и c  - положительно, то a c b c⋅ > ⋅  и 
если a b>  и c  - отрицательно, то a c b c⋅ < ⋅ . 

5. Если a b>  и c d> , то a c b d+ > + . 
6. Если a b>  и c d< , то a c b d− > − . 
7. Если числа a, b, c  и  d- положительны и a b> ,  c d> , то a c b d⋅ > ⋅ . 

8. Если числа   a  и  b - одного знака и a b> , то 1 1
a b
< .  

Докажите их самостоятельно. 
Введение понятия сравнения вещественных чисел позволяет доказать еще 

несколько интересных следствий. 
Следствие 3. На множестве вещественных чисел нет наибольшего числа и 
наименьшего числа, то есть какое бы число a мы ни взяли, всегда найдется 
число b такое, что b a>  и число c такое, что c a< . 

►Для доказательства достаточно взять 1b a= +  и 1c a= − .◄ 
Следствие 4. Каковы бы ни были два различных вещественных числа, все-
гда найдется число, лежащее между ними. 

►Для доказательства предположим, что a b< . Возьмем 
2

a bc +
= . Тогда 

из свойств неравенств следует: a a a b b b+ < + < + , откуда получим a c b< < .◄ 
 
Упражнение. Докажите, что если 0a > , то a - положительно и наоборот. 
 

Аксиомы порядка позволяют ввести такое важное понятие, как модуль 
числа. 
Определение 1.4.4. Модулем вещественного числа  a  будем называть чис-
ло, равное a, если оно положительно, равное числу противоположному a, если a  
отрицательно и равное нулю, если a  равно нулю. 

Таким образом,  
, 0

, 0
0, 0

a a
a a a

a

>⎧
⎪= − <⎨
⎪ =⎩

    или 
, 0

, 0
a a

a
a a

≥⎧
= ⎨− ≤⎩

. 

Перечислим основные свойства модуля вещественного числа. 
1.  0a ≥ , причем 0a =  тогда и только тогда, когда 0a = ; 
2.  a a= − ; 
3.  a a a− ≤ ≤ ; 

4.  
,

;
a b

a b
a b
=⎡

= ⇔ ⎢ = −⎣
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5.  
0 ,

;

C x C
x C

x C

> =⎡
= ⇔ ⎢ = −⎣

 

6.  
,

;
x C

x C
x C
<⎧

< ⇔ ⎨ > −⎩
 

Последнюю систему при положительном  С  можно записать в виде двойно-
го неравенства C x C− < < .  

7.  
,

;
x C

x C
x C
>⎡

> ⇔ ⎢ < −⎣
 

8.  ab a b= ; 

9.  
aa

b b
= ; 

10.  a b a b+ ≤ + ; 
11.  a b a b− ≥ − . 

 
4.5. Аксиома   непрерывности 

Каковы бы ни были два непустых множества вещественных чисел A  и 
B , у которых для любых элементов a A∈  и b B∈  выполняется неравенство 
a b≤ , существует такое число λ , что для всех a A∈ , b B∈  имеет место не-
равенство a bλ≤ ≤ . 

Свойство непрерывности вещественных чисел означает, что на вещест-
венной прямой нет «пустот», то есть точки, изображающие числа заполняют 
всю вещественную ось. 

Дадим другую формулировку аксиоме непрерывности. Для этого введем 
Определение 1.4.5.  Два множества A  и B  будем называть сечением 
множества вещественных чисел, если  

1) множества A  и B  не пусты; 
2) объединение множеств A  и B  составляет множество всех веществен-
ных чисел; 

3) каждое число множества A  меньше числа множества B . 
То есть каждое множество, образующее сечение, содержит хотя бы один 

элемент, эти множества не содержат общих элементов и, если a A∈  и b B∈ , то 
a b< . 

Множество A  будем называть нижним классом, а множество B  - верхним 
классом сечения. Обозначать сечение будем через A B . 

Самыми простыми примерами сечений являются сечения полученные сле-
дующим образом. Возьмем  какое- либо число α  и положим 
A={ }x x α< , B ={ }x x α≥ . Легко видеть, что эти множества не пусты, не пере-
секаются  и если a A∈  и b B∈ , то a b< , поэтому множества A  и B  образуют 
сечение. Аналогично, можно образовать сечение, множествами 
A={ }x x α≤ , B ={ }x x α> .  
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Такие сечения будем называть сечениями, порожденными числом α  или 
будем говорить, что число α  производит это сечение. Это можно записать как 

A Bα = . 
Сечения, порожденные каким-либо числом, обладают двумя интересными 

свойствами: 
Свойство 1. Либо верхний класс содержит наименьше число, и в нижнем 
классе нет наибольшего числа, либо нижний класс содержит наибольшее чис-
ло, и верхнем классе нет наименьшего. 
Свойство 2. Число, производящее данное сечение, единственно. 

Оказывается, что аксиома непрерывности, сформулированная выше, эквива-
лентна утверждению, которое называют принципом Дедекинда:  
Принцип Дедекинда. Для каждого сечения существует число, порождающее 
это сечение. 

Докажем эквивалентность этих утверждений. 
► Пусть справедлива аксиома непрерывности, и задано какое-нибудь се-

чение A B . Тогда, так как классы A  и B  удовлетворяют условиям, сформули-
рованным в аксиоме,  существует число λ  такое, что a bλ≤ ≤  для любых чисел 
a A∈  и b B∈ . Но число λ  должно принадлежать одному и только одному из 
классов A  или B , поэтому будет выполнено одно из неравенств a bλ≤ <  или 
a bλ< ≤ . Таким образом, число λ  либо является наибольшим в нижнем классе, 
либо наименьшим в верхнем классе и порождает данное сечение. 

Обратно, пусть выполнен принцип Дедекинда и заданы два непустых 
множества A  и B  таких, что для всех a A∈  и b B∈  выполняется неравенство 
a b≤ . Обозначим через B  множество чисел { }b  таких, что a b≤  для любого 

b B∈  и всех a A∈ . Тогда B B⊂ . За множество A  примем множество всех чи-
сел, не входящих в B . 

Докажем, что множества A  и B  образуют сечение. 
Действительно, очевидно, что множество B  не пусто, так как содержит 

непустое множество B . Множество A  тоже не пусто, так как если число a A∈ , 
то число 1a B− ∉ , так как любое число, входящее в B  должно быть не меньше 
числа a , следовательно, 1a A− ∈ . 

Далее,  множества A  и B  не пересекаются, и их объединение составляет 
множество всех вещественных чисел, в силу выбора множеств.  

И, наконец, если a A∈  и b B∈ , то a b≤ . Действительно, если какое- либо 
число c  будет удовлетворять неравенству c b> , где b B∈ , то будет верным не-
равенство c a>  ( a - произвольный элемент множества A ) и c B∈ .  
Итак, A  и B  образуют сечение, и в силу принципа Дедекинда, существует чис-
ло λ , порождающее это сечение, то есть являющееся либо наибольшим в клас-
се A , либо наименьшим в классе B . 

Докажем, что это число не может принадлежать классу A . Действитель-
но, если Aλ∈ , то существует число *a A∈  такое, что *aλ < . Тогда существует 
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число a′ , лежащее между числами λ  и *a . Из неравенства *a a′ <  следует, что 
a A′∈ , тогда из неравенства aλ ′<  следует, что λ  не является наибольшим в 
классе A , что противоречит принципу Дедекинда. Следовательно, число λ  бу-
дет наименьшим в классе B  и для всех a A∈  и  будет выполняться неравенство 
a bλ≤ ≤ , что и требовалось доказать.◄ 

Таким образом, свойство, сформулированное в аксиоме и свойство, 
сформулированное в принципе Дедекинда эквивалентны. В дальнейшем эти 
свойства множества вещественных чисел мы будем называть непрерывностью 
по Дедекинду. 

Из непрерывности множества вещественных чисел по Дедекинду следуют 
две важные теоремы. 
 
Теорема 1.4.3. (Принцип Архимеда)  Каково бы ни было вещественное число 
a, существует натуральное число n  такое, что a n< . 

► Допустим, что утверждение теоремы неверно, то есть существует та-
кое число 0b , что выполняется неравенство 0n b≤  для всех натуральных чисел 
n . Разобьем множество вещественных чисел на два класса: в класс B  отнесем 
все числа b , удовлетворяющие неравенству  n b≤  для любых натуральных n . 
Этот класс не пуст, так как ему принадлежит число 0b . В класс A  отнесем все 
оставшиеся числа. Этот класс тоже не пуст, так как любое натуральное число 
входит в A . Классы A  и B  не пересекаются и их объединение  составляет 
множество всех вещественных чисел. 

Если взять произвольные числа a A∈  и b B∈ , то найдется натуральное 
число 0n  такое, что 0a n b< ≤ , откуда следует, что a b< . Следовательно, классы 
A  и B  удовлетворяют принципу Дедекинда и  существует число  α , которое 
порождает сечение A B , то есть α  является  либо наибольшим в классе A , ли-
бо наименьшим в классе B . Если предположить, что α  входит в класс A , то 
можно найти натуральное 1n , для которого выполняется неравенство 1nα < . 
Так как 1n  тоже входит в A , то число α  не будет наибольшим в этом классе, 
следовательно, наше предположение неверно и α  является наименьшим в 
классе B .  
С другой стороны, возьмем число 1α − , которое  входит в класс A . Следова-
тельно, найдется натуральное число 2n  такое, что 21 nα − < , откуда получим 

2 1nα < + . Так как 2 1n +  - натуральное число, то из последнего неравенства 
следует, что Aα ∈ . Полученное противоречие доказывает теорему.◄ 
 
Следствие.  Каковы бы ни были числа a  и b  такие, что 0 a b< < , существует 
натуральное число n, для которого выполняется неравенство na b> . 

►Для доказательства достаточно применить принцип Архимеда к числу 
b
a

 и воспользоваться свойством неравенств.◄  
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Следствие имеет простой геометрический смысл: Каковы бы ни были два 
отрезка, если на большем из них, от одного из его концов последовательно от-
кладывать меньший, то за конечное число шагов можно выйти за пределы 
большего отрезка. 

 
Пример 1. Доказать, что для всякого неотрицательного числа a существует 
единственное неотрицательное вещественное число t такое, что 

, , 2nt a n n= ∈ ≥ . 
Эта теорема о существовании арифметического корня n-ой степени 

из неотрицательного числа в школьном курсе алгебры принимается без дока-
зательства. 

☺Если 0a = , то 0x = , поэтому доказательство существования арифмети-
ческого корня из числа a  требуется только для 0a > .  

Предположим, что 0a >  и разобьем множество всех вещественных чисел 
на два класса. В класс B  отнесем все положительные числа x, которые удовле-
творяют неравенству nx a> , в класс A , все остальные. 

По аксиоме Архимеда существуют натуральные числа k  и m  такие, что 
1 a k
m
< < . Тогда 2k k a≥ >  и 2

1 1 a
mm

≤ < , т.е. оба класса непусты, причем класс 

A  содержит положительные числа. 
Очевидно, что A B∪ =  и если 1x A∈  и 2x B∈ , то 1 2x x< . 
Таким образом, классы A  и B  образуют сечение. Число, образующее это 

сечение, обозначим через t . Тогда t  либо является наибольшим числом в клас-
се A , либо наименьшим в классе B . 

Допустим, что t A∈  и nt a< . Возьмем число h , удовлетворяющее нера-
венству 0 1h< < . Тогда 
( )

( ) ( )

( )( )

1 1 2 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 0 0

... ...

... 1

1

n n n n n n n n n n
n n n n n n

nn n n n n n n n
n n n n n

nn n

t h t C t h C t h C h t C t h C t h C h

t h C t C t C C t hC t t h t ht

t h t t

− − − −

− −

+ = + + + + < + + + + =

= + + + + + − = + + − =

= + + −

 

Отсюда, если взять 
( )1

n

n n
a th

t t
−

<
+ −

, то получим ( )nt h a+ < . Это означает, 

что t h A+ ∈ , что противоречит тому, что t  наибольший элемент в классе A . 
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Аналогично, если предположить, что t  - наименьший элемент класса B , 

то, взяв число h , удовлетворяющее неравенствам 0 1h< <  и 
( )1

n

n n
t ah

t t
−

<
+ −

, 

получим  ( ) ( )1 1 2 2 2 ... 1n nn n n n n
n n nt h t C t h C t h C h− −− = − + − + − >   

 ( ) ( )( )1 1 2 2 ... 1 nn n n n n n
n n nt C t h C t h C h t h t t a− −> − + + + = − + − > . 

Это означает, что t h B− ∈  и t  не может быть наименьшим элементом 
класса B . Следовательно, nt a= . 

Единственность следует из того что, если 1 2t t< , то 1 2
n nt t< .☻ 

Пример 2. Доказать, что, если a b< , то всегда найдется рациональное число r  
такое, что a r b< < . 

☺Если числа a  и b  - рациональные, то число 
2

a b+  рационально и удов-

летворяет требуемым условиям. Допустим, что хотя бы одно из чисел a  или b  
иррационально, например, допустим, что иррационально число b . Предполо-
жим также, что 0a ≥ , тогда 0b > . Запишем представления чисел a  и b  в виде 
десятичных дробей: 0 1 2 3, ....a α α α α=  и 0 1 2 3, ...b β β β β= , где вторая дробь беско-
нечная и непериодическая. Что касается представления числа a , то будем счи-
тать, что, если число a  - рационально, то его запись либо конечна, либо это пе-
риодическая дробь, период которой не равен 9.  

Так как b a> , то 0 0β α≥ ; если 0 0β α= , то 1 1β α≥ ; если 1 1β α= , то 2 2β α≥  
и т. д., причем найдется такое значение i , при котором в первый раз будет вы-
полняться строгое неравенство i iβ α> . Тогда число 0 1 2, ... iβ β β β  будет рацио-
нальным и будет лежать между числами a  и b . 

Если 0a < , то приведенное рассуждение надо применить к числам a n+  и 
b n+ , где n  - натуральное число, такое что n a≥ . Существование такого числа 
следует из аксиомы Архимеда. ☻ 
 
Определение 1.4.6. Пусть дана последовательность отрезков числовой оси 
[ ]{ }; ,n n n na b a b< . Эту последовательность будем называть системой вло-
женных отрезков, если для любого n  выполняются неравенства 1n na a +≤  и 

1n nb b+ ≤ . 
Для такой системы выполняются включения 

[ ] [ ] [ ] [ ]1 1 2 2 3 3; ; ; ... ; ...n na b a b a b a b⊃ ⊃ ⊃ ⊃ ⊃ , 
то есть каждый следующий отрезок содержится в предыдущем.  
 
Теорема 1.4.4. Для всякой системы вложенных отрезков существует по 
крайней мере одна точка, которая входит в каждый из этих отрезков. 

►Возьмем два множества { }nA a=  и { }nB b= . Они не пусты и при любых 
n  и m  выполняется неравенство n ma b< . Докажем это. 
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Если n m≥ , то n n ma b b< ≤ . Если n m< , то n m ma a b≤ < . 
Таким образом, классы A  и B  удовлетворяют аксиоме непрерывности и, 

следовательно, существует число λ  такое, что n na bλ≤ ≤  для любого n, т.е. это 
число принадлежит любому отрезку [ ];n na b .◄ 

В дальнейшем (теорема 2.1.8) мы уточним эту теорему. 
Утверждение, сформулированное в теореме 1.4.4, называется принципом 

Кантора, а множество, удовлетворяющее этому условию, будем называть не-
прерывным по Кантору.  

Мы доказали, что, если упорядоченное множество непрерывно по Деде-
кинду, то в нем выполнен принцип Архимеда и оно непрерывно по Кантору. 
Можно доказать, что упорядоченное множество, в котором выполнены прин-
ципы Архимеда и Кантора, будет непрерывным по Дедекинду. Доказательство 
этого факта содержится, например, в [4, том 1]. 

Принцип Архимеда позволяет каждому отрезку прямой сопоставить не-
которое единственное положительное число, удовлетворяющее условиям: 

1. равным отрезкам соответствуют равные числа; 
2. Если В точка отрезка АС и отрезкам АВ и ВС соответствуют числа a и 

b, то отрезку АС соответствует число a b+ ; 
3. некоторому отрезку соответствует число 1. 

Число, соответствующее каждому отрезку и удовлетворяющее условиям 1-3 на-
зывается длиной этого отрезка. 

Принцип Кантора позволяет доказать, что для каждого положительного 
числа можно найти отрезок, длина которого равна этому числу. Таким образом, 
между множеством положительных вещественных чисел и множеством отрез-
ков, которые откладываются от некоторой точки прямой по заданную сторону 
от этой точки, можно установить взаимно однозначное соответствие. 

Это позволяет дать определение числовой оси и ввести соответствие ме-
жду вещественными числами  и точками на прямой. Для этого возьмем некото-
рую прямую и выберем на ней точку О, которая разделит эту прямую на два 
луча. Один из этих лучей назовем положительным, а второй отрицатель-
ным. Тогда будем говорить, что мы выбрали направление на этой прямой. 
 
Определение 1.4.7. Числовой осью будем называть прямую, на которой 
заданы 

а) точка О, называемая началом отсчета или началом координат; 
б)  направление; 
в) отрезок единичной длины. 
 
Теперь каждому вещественному числу a  сопоставим точку M  на число-

вой прямой таким образом, чтобы  
а) числу 0 соответствовало начало координат; 
б) OM a=  - длина отрезка от начала координат до точки M  равнялась 
модулю числа; 
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в) если a  - положительно, то точка берется на положительном луче и, ес-
ли оно отрицательно, то – на отрицательном. 

Это правило устанавливает взаимно-однозначное соответствие между 
множеством вещественных чисел и множеством точек на прямой. 

Числовую прямую (ось) будем также называть вещественной прямой 
(осью). 

Отсюда также следует геометрический смысл модуля вещественного чис-
ла: модуль числа равен расстоянию от начала координат до точки, изобра-
жающей это число на числовой оси. 

Теперь мы можем дать геометрическую интерпретацию  свойствам 6 и 7 
модуля вещественного числа.  При положительном С числа  x, удовлетворяю-
щие свойству 6, заполняют промежуток ( ),C C− , а числа  x, удовлетворяющие 
свойству 7, лежат на лучах ( ),C−∞  или ( ),C +∞ . 

Отметим еще одно замечательное геометрическое свойство модуля веще-
ственного числа.  

Модуль разности двух чисел равен расстоянию между точками, соот-
ветствующими этим числам на вещественной оси. 

 
Далее приведем обозначения, которые применяются для записи некото-

рых стандартных числовых множеств. 
- множество натуральных чисел; 
- множество целых чисел; 
- множество рациональных чисел; 
- множество вещественных чисел; 
, ,+ + +  - множества, соответственно, целых, рациональных и веще-

ственных неотрицательных чисел; 
- множество комплексных чисел. 

Кроме того, множество вещественных чисел обозначается как ( ),−∞ +∞ . 
Подмножества этого множества: 

( ) { }, | ,a b x x R a x b= ∈ < <  - интервал; 
[ ] { }, | ,a b x x R a x b= ∈ ≤ ≤  - отрезок; 
( ] { }, | ,a b x x R a x b= ∈ < ≤  или [ ) { }, | ,a b x x R a x b= ∈ ≤ <  - полуинтерва-

лы или полуотрезки; 
( ) { }, | ,a x x R a x+∞ = ∈ <  или ( ) { }, | ,b x x R x b−∞ = ∈ <  - открытые лучи;  
[ ) { }, | ,a x x R a x+∞ = ∈ ≤  или  ( ] { }, | ,b x x R x b−∞ = ∈ ≤  - замкнутые лучи. 

Наконец, иногда нам будут нужны промежутки, у которых нам не будет важно, 
принадлежат его концы этому промежутку или нет. Такой промежуток будем 
обозначать ,a b . 
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§ 5 Ограниченность числовых множеств 
 
Определение 1.5.1. Числовое множество X  называется ограниченным 
сверху, если  существует число М  такое, что x M≤  для всякого элемента x из 
множества  X . 
Определение 1.5.2. Числовое множество X  называется ограниченным 
снизу, если  существует число m такое, что x m≥  для всякого элемента x из 
множества  X . 
Определение 1.5.3. Числовое множество X  называется ограниченным, 
если оно ограничено сверху и снизу. 

В символической записи эти определения будут выглядеть следующим 
образом: 

множество X ограничено сверху, если :M x X x M∃ ∀ ∈ ≤ , 
ограничено снизу, если :m x X x m∃ ∀ ∈ ≥    и 
ограничено, если , :m M x X m x M∃ ∀ ∈ ≤ ≤ . 

Пустое множество будем считать ограниченным по определению. 
 
Теорема 1.5.1. Числовое множество X  ограничено тогда и только тогда, 
когда существует число C  такое, что для всех элементов x из этого множе-
ства выполняется неравенство x C≤ . 

► Пусть множество X  ограничено. Положим ( )max ,C m M= - наи-
большее из чисел m  и M . Тогда, используя свойства модуля вещественных 
чисел, получим неравенства  x M M C≤ ≤ ≤  и x m m C≥ ≥ − ≥ − , откуда следу-
ет, что x C≤ . 
Обратно, если выполняется неравенство x C≤ , то C x C− ≤ ≤ . Это и есть тре-
буемое, если положить M C=  и m C= − .◄ 

Число M , ограничивающее множество X  сверху, называется верхней 
границей множества. Если M  - верхняя граница множества X , то любое 
число M ′ , которое больше M , тоже будет верхней границей этого множества. 
Таким образом, мы можем говорить о множестве верхних границ множества 
X .  Обозначим множество верхних границ через M . Тогда, x X∀ ∈  и M∀ ∈M  
будет выполнено неравенство x M≤ , следовательно, по аксиоме непрерывно-
сти  существует число 0M  такое, что 0x M M≤ ≤ . Это число называется точ-
ной верхней границей числового множества X  или верхней гранью этого 
множества или супремумом множества X  и обозначается 0 supM X= . 

Таким образом, мы доказали, что каждое непустое числовое множество, 
ограниченное сверху, всегда имеет точную верхнюю границу.  

Очевидно, что равенство 0 supM X=  равносильно двум условиям: 
1) x X∀ ∈  выполняется неравенство 0x M≤ , т.е. 0M - верхняя граница множе-
ства X ; 
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2) 0ε∀ >  x Xε∃ ∈  так, что выполняется неравенство 0x Mε ε> − , т.е. эту гра-
ницу нельзя улучшить (уменьшить). 

Пример 1. Рассмотрим множество 
1

11
n

X
n

∞

=

⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

. Докажем, что sup 1X = .  

☺Действительно, во-первых, неравенство 11 1
n

− <  выполняется для любого 

n∈ ; во-вторых, если взять произвольное положительное число ε , то по 

принципу Архимеда можно найти натуральное число nε , такое что 1nε ε
> . То-

гда будет выполнено неравенство 11 1
nε

ε− > − , т.е. нашелся элемент nx
ε

 мно-

жества X , больший чем 1 ε− , что означает, что 1 – наименьшая верхняя грани-
ца.☻ 

Аналогично, можно доказать, что если множество ограничено снизу, то 
оно имеет точную нижнюю границу, которая называется также нижней гра-
нью или инфимумом  множества X  и обозначается inf X . 

Равенство 0 infm X=  равносильно условиям: 
1) x X∀ ∈  выполняется неравенство 0x m≥ ; 
2) 0ε∀ >  x Xε∃ ∈  так, что выполняется неравенство 0x mε ε< + . 

Если в множестве X  есть наибольший элемент 0x , то будем называть его 
максимальным элементом множества X  и обозначать 0 maxx X= . Тогда 

0sup X x= . Аналогично, если в множестве существует наименьший элемент, то 
его будем называть минимальным, обозначать min X  и он будет являться ин-
фимумом множества X . 

Например, множество натуральных чисел имеет наименьший элемент – 
единицу, который одновременно является и инфимумом множества . Супре-
мума это множество не имеет, так как оно не является ограниченным сверху. 

Определения точных верхней и нижней границ можно распространить на 
множества, неограниченные сверху или снизу, полагая, sup X = +∞  или,  соот-
ветственно, inf X = −∞ . 

В заключение сформулируем несколько свойств верхних и нижних гра-
ней. 
Свойство 1. Пусть X - некоторое числовое множество. Обозначим через 

X−  множество { }|x x X− ∈ . Тогда ( )sup infX X− = −  и ( )inf supX X− = − . 
Свойство 2. Пусть X - некоторое числовое множество λ  - вещественное 
число. Обозначим через Xλ  множество { }|x x Xλ ∈ . Тогда если 0λ ≥ , то 

( ) ( )sup sup , inf infX X X Xλ λ λ λ= =  и, если 0λ < , то 
( ) ( )sup inf , inf supX X X Xλ λ λ λ= = . 

Свойство 3. Пусть 1X  и 2X  - числовые множества. Обозначим через 

1 2X X+  множество { }1 2 1 1 2 2| ,x x x X x X+ ∈ ∈  и через 1 2X X−  множество 
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{ }1 2 1 1 2 2| ,x x x X x X− ∈ ∈ . Тогда ( )1 2 1 2sup sup supX X X X+ = + ,  
( )1 2 1 2inf inf infX X X X+ = + ,  ( )1 2 1 2sup sup infX X X X− = −  и 
( )1 2 1 2inf inf supX X X X− = − . 

 
Свойство 4. Пусть 1X  и 2X  - числовые множества, все элементы кото-
рых неотрицательны. Тогда 

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2sup sup sup , inf inf infX X X X X X X X= ⋅ = ⋅ . 
Докажем, например, первое равенство в свойстве 3. 
►Пусть 1 1 2 2,x X x X∈ ∈  и 1 2x x x= + . Тогда 1 1 2 2sup , supx X x X≤ ≤  и 

1 2sup supx X X≤ + , откуда ( )1 2 1 2sup sup supX X X X+ ≤ + . 
Чтобы доказать противоположное неравенство, возьмем число 

1 2sup supy X X< + . Тогда можно найти элементы *
1 1x X∈  и *

2 2x X∈  такие, 
что *

1 1supx X<  и *
2 2supx X< , и выполняется неравенство 

* *
1 2 1 2sup supy x x X X< + < + . Это означает, что существует элемент 

* * *
1 2 1 2x x x X X= + ∈ + , который больше числа y  и 

( )1 2 1 2sup sup supX X X X+ = + .◄ 
Доказательства остальных свойств проводятся аналогично и предостав-

ляются читателю. 

§ 6 Счетные и несчетные множества 
 
Определение 1.6.1. Рассмотрим множество первых n натуральных чисел 

{ }1,2,...,n n=  и некоторое множество A . Если можно установить взаимно-
однозначное соответствие между A  и n , то множество A  будем называть 
конечным. 
Определение 1.6.2.  Пусть дано некоторое множество A . Если можно 
установить взаимно однозначное соответствие между множеством A  и 
множеством натуральных чисел , то множество A  будем называть счет-
ным. 
Определение 1.6.3.  Если множество A  конечно или счетно, то будем го-
ворить, что оно не более чем счетно. 

Таким образом, множество будет счетно, если его элементы можно рас-
положить в виде последовательности.  
 
Пример 1. Множество четных чисел – счетное, так как отображение 2n n↔   
является взаимно однозначным соответствием между множеством натуральных 
чисел и  множеством четных чисел. 

Очевидно, такое соответствие можно установить не единственным обра-
зом. Например, можно установить соответствие между множеством  и мно-
жеством  (целых чисел), установив соответствие таким способом 
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1 2 3 4 5.....
.....

0 1 1 2 2.....
↓ ↓ ↓ ↓ ↓

− −
, 

или таким способом 
1 2 3 4 5.....

.....
0 1 2 1 2.....
↓ ↓ ↓ ↓ ↓

− −
, 

или можно придумать еще множество способов. 
Можно сказать, что множество будет счетным, если все его элементы 

можно расположить в виде последовательности, все элементы которой различ-
ны. 
Свойства счетных множеств 
Свойство 1. Подмножество счетного множества не более чем счетно. 

►Пусть множество A  - счетно и B A⊂ . Если B  - конечное множество, то 
свойство доказано. Рассмотрим случай, когда B  - бесконечно. Расположим 
элементы множества A  в виде последовательности 1 2 3, , ,...a a a . Пусть 1n  - наи-
меньший номер того члена этой последовательности, который принадлежит B . 
Обозначим 

11 nb a= . Далее, пусть 2n  - наименьший номер этой же последова-
тельности, удовлетворяющий неравенству 1n n>  и такой что 

2na B∈  и обозна-
чим 

22 nb a= . Так как каждый элемент множества B  содержится в последова-
тельности 1 2 3, , ,...a a a , то через некоторое число шагов он получит номер и так 
как число элементов множества B  бесконечно, то каждому натуральному числу 
будет сопоставлен некоторый элемент множества B . Таким образом, будет ус-
тановлено взаимно однозначное соответствие между множеством B  и множе-
ством натуральных чисел .◄ 
Свойство 2. Объединение не более чем счетного множества не более чем 
счетных множеств не более чем счетно. 

►Пусть дана последовательность множеств { }nA , элементы каждого из ко-
торых можно расположить в виде последовательности. Расположим элементы 
этих множеств в виде таблицы, в n-ой строчке которой выпишем элементы 
множества nA : 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

...

...
...
...

.............................

x x x x

x x x x
x x x x
x x x x

 

Теорема будет доказана, если будет указан способ, с помощью которого 
все элементы этой таблицы могут быть расположены в виде единой последова-
тельности. Это можно сделать, выписывая элементы таблицы, например, по 
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диагоналям: 11 21 12 31 22 13 ...x x x x x x . Очевидно, что перечисляя элементы табли-
цы таким образом, мы сопоставим каждый ее элемент некоторому натурально-
му числу, то есть запишем элементы этой таблицы в виде последовательности. 
(Если число строк этой таблицы или какие либо ее строки конечны, дополним 
эту таблицу до бесконечной какими-либо символами, например, нулевыми эле-
ментами.)  

Отсюда следует, что множество этих элементов счетно. Чтобы получить 
объединение данных множеств, удалим те элементы данной последовательно-
сти, которые встречаются ранее и добавленные нулевые элементы. На основа-
нии первого свойства получим не более чем счетное множество.◄ 
Свойство 3. Пусть A  - счетное множество. Для любого натурального 
числа n введем множество ( ){ }1 2, ,..., | , 1,2,...,n n kB a a a a A k n= ∈ = . Тогда nB  - 
счетное множество. 

►Данное свойство докажем методом математической индукции по n. 
База индукции. Множество { }1 |B a a A A= ∈ = , поэтому множество 1B  счетно. 
Индукционная теорема. Пусть при некотором натуральном m множество mB  
счетно. Докажем, что множество 1mB +  также будет счетным. 

Запишем элементы множества 1mB +  в виде ( )1, mb a + , где mb B∈  и 1ma A+ ∈ . 
Если зафиксировать элемент mb B∈ , то очевидно, что множество 

( ){ }1 1 1, |b
m m mB b a a A+ + += ∈  эквивалентно множеству A  и, следовательно, оно 

счетно. Множество 1mB +  можно представить как объединение 1
m

b
m

b B
B +

∈
∪ . По 

второму свойству счетных множеств оно счетно.◄ 
Свойство 4. Множество рациональных чисел счетно. 

►Каждое рациональное число можно записать в виде дроби m
n

, где 

,m n∈ ∈ . Рассмотрим множество дробей такого вида и докажем, что это 
множество счетно. Действительно, это множество является подмножеством 
множества ( ){ }, | ,m n m n∈ ∈ , которое счетно по предыдущему свойству при 

2n = . Следовательно, множество рациональных чисел также счетно.◄ 
Однако существуют бесконечные множества, которые не являются счет-

ными. 
Определение 1.6.4. Если A  - бесконечное множество такое, что невоз-
можно установить взаимно однозначное соответствие между ним и множе-
ством натуральных чисел, то A  называют несчетным множеством. 
Теорема 1.6.1. Множество точек отрезка [ ],a b  несчетно. 

►Предположим, что множество точек этого отрезка счетно. Тогда их 
можно расположить в виде последовательности 1 2 3, , ,...x x x .  
Разобьем промежуток на три равных промежутка и выберем из них тот, кото-
рый после присоединения к нему концов не содержит точку 1x . Обозначим его 
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[ ]1 1,a b  и разобьем его на три равные части и выберем ту часть (замкнутый про-
межуток), которая не содержит 2x . (Если эту точку не содержат два или все три 
промежутка, то выбираем любой из них). Таким образом, получим последова-
тельность замкнутых вложенных промежутков, которая по принципу Кантора 
должна иметь непустое пересечение. Но, очевидно, что точки этого пересече-
ния не могут совпадать с точками последовательности 1 2 3, , ,...x x x , следова-
тельно, существует хотя бы одна точка данного промежутка, не входящая в эту 
последовательность. Значит, множество этих точек несчетно.◄ 
 
Теорема 1.6.2. Множество точек интервала  ( ),a b  несчетно. 

►Если множество точек этого интервала будет счетным, то множество 
точек промежутка [ ],a b  можно представить в виде объединения двух мно-
жеств: множества точек интервала ( ),a b , которое счетно по нашему предполо-
жению, и множества { },a b , которое содержит два элемента. Тогда множество 
точек промежутка [ ],a b  также будет счетным, что противоречит теореме 1.◄ 
 
Теорема 1.6.3. Множество всех вещественных чисел несчетно. 

►Воспользуемся результатом теоремы 2. Множество точек интервала 
( )1, 1−  несчетно. Между точками этого интервала и точками числовой прямой 
можно установить взаимно однозначное соответствие, например, по формуле 

( )2
2 , 1, 1

1
tx t
t

= ∈ −
−

. (Докажите это.) Следовательно, множество точек число-

вой прямой также несчетно.◄ 
 
Упражнения 

1. Докажите, что каждое бесконечное множество имеет счетное подмноже-
ство. 

2. Докажите, что множество всех конечных подмножеств счетного множе-
ства счетно. 

3. Докажите, что множество многочленов степени не выше n  с рациональ-
ными коэффициентами счетно. 

4. Докажите, что множество всех многочленов с целыми коэффициентами 
счетно. 

5. Докажите, что множество всех последовательностей, элементами кото-
рых являются числа 0 и 1, несчетно. 

6. Докажите, что на каждом интервале существует иррациональное число. 
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§7  Понятие о метрическом пространстве 
 
7.1.  Два замечательных неравенства 
 
Неравенство Коши-Буняковского 
Для любых наборов вещественных чисел 1 2 3, , ,..., na a a a  и 1 2 3, , ,..., nb b b b  выполня-
ется неравенство 

2 2

1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

≤∑ ∑ ∑ . 

►Рассмотрим выражение ( ) ( )2
1

n

i i
i

t a t bϕ
=

= +∑ . Очевидно, что при любом 

значении переменной t  значение этого выражения будет неотрицательно.  
С другой стороны это выражение представляет собой квадратный трехчлен от-

носительно переменной t : 2 2 2

1 1 1
2

n n n

i i i i
i i i

a t a b t b
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  с положительным 

коэффициентом при 2t . Следовательно, дискриминант этого квадратного трех-

члена должен быть неположительным, то есть 
2

2 2

1 1 1
0

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
− ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ , 

откуда получим нужное неравенство.◄ 
Равенство в данном неравенстве означает, что дискриминант квадратного 

трехчлена равен нулю, а это, в свою очередь, означает, что квадратный трех-
член имеет единственный корень. Из определения функции ( )tϕ  следует, что 
этот корень существует тогда и только тогда, когда все слагаемые в выражении 
( )tϕ  могут одновременно обращаться в нуль, то есть когда существует значе-

ние t , для которого при любом i  верны равенства i

i

b t
a
= . Найденные соотно-

шения означают, что неравенство превращается в равенство, если числа 
1 2 3, , ,..., na a a a  и 1 2 3, , ,..., nb b b b  пропорциональны: i ib ta=  для любого значения i . 

 

Замечание.  Так как 
1 1

n n

i i i i
i i

a b a b
= =

≤∑ ∑ , то будет выполняться и неравенство 

2 2

1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

≤∑ ∑ ∑ . 
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Неравенство Минковского 
Для любых наборов вещественных чисел 1 2 3, , ,..., na a a a  и 1 2 3, , ,..., nb b b b  выполня-
ется неравенство 

( )2 2 2

1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

+ ≤ +∑ ∑ ∑ . 

►Используя замечание к неравенству Коши-Буняковского, получим  

( )2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
2

2 2

1 1

2 2
n n n n n n n n

i i i i i i i i i i
i i i i i i i i

n n

i i
i i

a b a b a b a b a b

a b

= = = = = = = =

= =

+ = + + ≤ + + =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

Нужное неравенство получится, если из каждой части доказанного нера-
венства извлечь квадратный корень. Очевидно, что равенство достигается, если 

i ib ta=  для любого значения i .◄ 
  
7.2. Определение метрического пространства 
 
Определение 1.7.1. Множество X  будем называть метрическим про-
странством, если для любых двух  его элементов  x и  y определено неотрица-
тельное число ( ),x yρ , обладающее свойствами: 

1. ( ), 0x yρ =  тогда и только тогда, когда x y= ; (аксиома тождества) 
2. для любых элементов ,x y X∈  выполнено равенство ( ) ( ), ,x y y xρ ρ= ; 

(аксиома симметрии) 
3. для любых элементов , ,x y z X∈  выполнено неравенство 

( ) ( ) ( ), , ,x y x z z yρ ρ ρ≤ +  (аксиома треугольника). 
Если на некотором множестве X  задано отображение 
( ) ( ): , ,x y x yρ ρ→ ∈ , удовлетворяющее аксиомам 1 – 3, то говорят, что на 

множестве X  введена  метрика и число ( ),x yρ  называют расстоянием меж-
ду элементами x и  y. 

 
Примеры метрических пространств 
 
Пример 1. ( ),X = −∞ +∞ . Введем расстояние по формуле ( ),x y x yρ = − .  До-
кажем, что X – метрическое пространство. 

☺ Аксиомы 1 – 3 метрического пространства выполнены, причем доказа-
тельство требуется только для аксиомы треугольника. Возьмем три числа  x,  y  
и  z, и обозначим  x z a− =  и z y b− = . Тогда x y a b− = + . 
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Запишем неравенство треугольника для модуля вещественного числа: 
a b a b+ ≤ +  и подставим значения a и b. Получим требуемое неравенство 
x y x z z y− ≤ − + − . ☻ 

Это пространство будем называть одномерным евклидовым простран-
ством и обозначать  или 1 . 

 
Взяв одно и то же множество X  и задавая различные метрики, можно по-

лучать различные метрические пространства. 

Пример 2. ( ),X = −∞ +∞ ,   ( ),
1

x y
x y

x y
ρ

−
=

+ −
. 

☺ Первые две аксиомы метрического пространства очевидно выполнены. 
Докажем, что ( ),x yρ  удовлетворяет неравенству треугольника.  

Для этого заметим, что функция ( ) 11
1 1

tg t
t t

= = −
+ +

  возрастает, если 0t ≥ . 

Отсюда следует, что для любых чисел a и b выполнено неравенство 

1 1
a b a b

a b a b
+ +

≤
+ + + +

. Дальнейшее рассуждение очевидно: 

1 1 1 1 1 1
a b a b a b a b

a b a b a b a b a b
+ +

≤ = + ≤ +
+ + + + + + + + + +

. 

Если в полученном неравенстве подставить a x z= −  и b z y= − , то при-
дем к неравенству треугольника.☻ 
Пример 3. ( ){ }1

1 2, ,..., | , 1,2,...,m iX a a a a a i m= = ∈ = , т.е. элементом множест-
ва X  является упорядоченный набор вещественных чисел, который мы будем 
обозначать a . 

Пусть ( )1 2, ,..., mx x x x=  и ( )1 2, ,..., my y y y=  - элементы множества X . Оп-

ределим  ( ) ( )2
1

,
m

i i
i

x y x yρ
=

= −∑ .   

☺Чтобы доказать неравенство треугольника, нужно в неравенстве Мин-
ковского положить ,i i i i i ia x z b z y= − = − , где ( )1 2, ,..., mz z z z= .☻ 

Метрика, введенная таким образом, называется евклидовой метрикой, 
пространство с такой метрикой называется  m-мерным евклидовым простран-
ством и является обобщением хорошо известных из геометрии 2-х или 3-х 
мерного пространств. Такое пространство будем обозначать m . Очевидно, что 
пространство 1  является частным случаем пространства m . (Докажите это.) 
 
Замечание. В определении евклидова пространства имеются некоторые 
разночтения. В курсе линейной алгебры это понятие будет определено не-
сколько иначе. 
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§8 Точки и множества в метрическом пространстве 
 

Пусть X  - метрическое пространство. Введем ряд определений, часто ис-
пользуемых в математическом анализе. 
 
Определение 1.8.1. Открытым шаром в метрическом пространстве X  
будем называть множество точек x X∈ , удовлетворяющих условию 
( ),x a rρ < , где a - фиксированная точка данного пространства, называемая 

центром шара, и r - положительное число, называемое радиусом шара. 
Шар радиуса r  с центром в точке a будем обозначать ( )rB a  или, если ра-

диус не важен, - ( )B a , или B . 
Определение 1.8.2. Замкнутым шаром будем называть множество точек 
x метрического пространства X , удовлетворяющих неравенству ( ),x a rρ ≤ , 
где a и r  имеют тот же смысл, что и в определении 1. 

Обозначать замкнутый шар будем ( )rB a . 
Очевидно, что в пространстве 1  открытый шар – это интервал с центром 

в точке a: ( ),a r a r− + , а замкнутый – это отрезок [ ],a r a r− + . В пространстве 
2  - это,  соответственно, открытый или замкнутый круг на плоскости и т.п. 

Определение 1.8.3. Окрестностью точки a в метрическом пространстве 
будем называть любой открытый шар с центром в точке a. Радиус этого ша-
ра будем называть радиусом окрестности.  

Окрестность будем обозначать ( )rU a , или ( )U a , или U . 
В этой части курса мы будем часто встречаться с окрестностью точки a 

радиуса ε  в пространстве . Это открытый промежуток ( ),a aε ε− + , который 
мы будем называть ε-окрестностью точки a. 
Определение 1.8.4. Множество ( ) { }\rU a a  будем называть проколотой 

окрестностью точки a  и обозначать ( )
o

rU a . 
Определение 1.8.5. Пусть a - точка метрического пространства X  и E  - 
некоторое множество точек пространства X . Точку a будем называть пре-
дельной точкой множества E , если для любой проколотой окрестности 

( )
o

rU a  точки a  можно найти элемент x E∈  такой, что ( )
o

rx U a∈ . 
Пример 1. Докажите, что каждое вещественное число является предельной 
точкой множества рациональных чисел. 

☺Пусть α  - заданное вещественное число. Возьмем ( )rU α  - какую-
нибудь окрестность этой точки. Тогда по доказанному в 4.5 пример 2 на про-
межутке ( ),rα α−  найдется хотя бы одно рациональное число. ☻ 
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Определение 1.8.6. Точка a E∈  называется изолированной точкой мно-

жества E , если существует проколотая окрестность этой точки ( )
o

rU a , не 
содержащая ни одной точки из E . 
Определение 1.8.7. Точка a E∈  называется внутренней точкой множе-
ства E , если существует окрестность этой точки, целиком входящая в мно-
жество E . 

Ясно, что каждая внутренняя точка является предельной и принадлежит 
данному множеству, но могут существовать предельные точки, не принадле-
жащие этому множеству. Например, если 1X =  и ( ),E a b= , то каждая точка 
интервала E  является внутренней и предельной, и принадлежит множеству E . 
Точки a и b являются предельными, но не принадлежат интервалу. 
Определение 1.8.8. Множество E  называется открытым, если все его 
точки внутренние. 

Пустое множество открыто по определению. Множество X  всех элемен-
тов пространства открыто. 
Определение 1.8.9. Множество E  называется замкнутым, если оно со-
держит все свои предельные точки. 
Определение 1.8.10. Множество всех внутренних точек множества E  на-
зывается внутренностью множества E  и обозначается int E . 
Определение 1.8.11. Объединение множества E  и множества всех его пре-
дельных точек называется замыканием множества E . 

Замыкание множества E  будем обозначать E . Очевидно, что замыкание 
каждого множества является замкнутым множеством. 
Определение 1.8.12. Точка a, в каждой окрестности которой имеются 
точки, принадлежащие E , и точки, не принадлежащие E , называется гра-
ничной точкой множества E .  

Множество граничных точек будем называть границей множества E  и 
обозначать E∂ . 

Граничная точка может принадлежать множеству и может ему не при-
надлежать. 
Определение 1.8.13. Множество E  называется ограниченным, если суще-
ствует шар ( )rB a , который содержит множество E . 
Упражнение. Доказать, что, если множество mE R⊂  ограничено, то суще-
ствует шар ( )rB O  с центром в точке ( )0,0,...,0O  такой, что ( )rE B O⊂ . 
Теорема 1.8.1. Открытый шар есть открытое множество. 

►Рассмотрим шар ( ) ( ){ }| ,rB a x x a rρ= < . Возьмем произвольную точку 
этого шара 0x  и докажем, что она является внутренней для этого шара, т.е. что 
существует шар (окрестность точки 0x ), целиком входящий в данный шар. 

Обозначим через ( )0,d x aρ=  - расстояние от точки 0x  до центра данного 
шара a  и рассмотрим ( )

1 0rB x  - шар с центром в точке 0x  радиуса 1r r d= − . Для 
произвольной точки этого шара 1x  выполнено неравенство 
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( ) ( ) ( )1 1 0 0 1, , ,x a x x x a r d r d d rρ ρ ρ≤ + < + = − + = , которое означает, что взятая 
точка 1x  входит в данный шар ( )rB a , что и требовалось доказать.◄ 
 
Теорема 1.8.2. Множество E  открыто тогда и только тогда, когда его 
дополнение dE  до всего пространства замкнуто. 

►Пусть множество E  открыто, и точка a является предельной точкой 
множества dE . Если предположить, что эта точка не принадлежит множеству 

dE , то эта точка должна принадлежать множеству E , следовательно, она 
должна являться внутренней точкой множества E . Но тогда существует окре-
стность точки a , не имеющая ни одной общей точки с множеством dE , что 
противоречит тому, что a  - предельная точка этого множества. 

Обратно, если множество dE  - замкнуто, то никакая точка множества E  
не может быть предельной для dE . Значит, если взять произвольную точку 
множества E , то можно найти окрестность этой точки, непересекающуюся с 
множеством dE , т.е. целиком лежащую в E , следовательно, эта точка будет 
внутренней точкой множества E  и это множество открыто.◄ 
 
Следствие 1. Множество E  замкнуто тогда и только тогда, когда его 
дополнение dE  открыто. 
Следствие 2. Множество X  всех элементов пространства замкнуто. 
Следствие 3. Пустое множество замкнуто. 
Замечание. Пустое множество и множество X  всех элементов простран-
ства являются одновременно и открытыми и замкнутыми. 
 
Теорема 1.8.3. Объединение произвольного числа открытых множеств от-
крыто. Пересечение конечного числа открытых множеств открыто. 

►Пусть Λ - некоторое произвольное множество и каждому элементу 
λ∈Λ  соответствует множество Gλ , которое является открытым. Докажем, что 
G Gλ

λ∈Λ
= ∪  тоже открыто. 

Пусть a G∈ . Тогда точка  a  принадлежит хотя бы одному из множеств 
Gλ , а так как это множество открыто, то существует окрестность точки a, цели-
ком входящая в Gλ , и, следовательно, входящая  в объединение G . Это означа-
ет, что a является внутренней точкой множества G  и оно открыто. 

Докажем теперь вторую часть теоремы. Пусть дан конечный набор от-

крытых множеств { } 1
k n

k kG =
=

. Докажем, что их пересечение 
1

n

k
k

G G
=

= ∩  открыто. 

Пусть a G∈ . Тогда ka G∈  для каждого 1,...,k n= . Так как каждое множе-
ство kG  открыто, то для каждого значения k  найдется окрестность ( )

krU a , 
входящая в множество kG . Из радиусов этих окрестностей 1 2, ,..., nr r r  выберем 
наименьший. Обозначим его через r . Тогда, очевидно, что ( ) ( )

kr krU a U a G⊂ ⊂  
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для любого 1,...,k n= , следовательно, окрестность ( )rU a  целиком входит в пе-
ресечение G  и точка a - внутренняя.◄ 
Следствие.  Объединение конечного числа замкнутых множеств замкнуто. 
Пересечение произвольного числа замкнутых множеств замкнуто. 

Это следует из теоремы 1.8.2 и свойств дополнений: 
d

dG Gλ λ
λ λ∈Λ ∈Λ

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∪ ∩  и 

d
dG Gλ λ

λ λ∈Λ ∈Λ

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∩ ∪ . 

Замечание. Нетрудно показать, что пересечение бесконечного числа открытых 
множеств может быть замкнутым, а объединение бесконечного числа замкну-

тых множеств – открытым. Например,  [ ]
1

1 11 ,2 1,2
n n n

∞

=

⎛ ⎞− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∩  и 

( )
1

1 1,1 0,1
n n n

∞

=

⎡ ⎤− =⎢ ⎥⎣ ⎦
∪ .  

Теорема 1.8.4. Точка a является предельной точкой множества E  тогда и 
только тогда, когда в любой ее окрестности, содержится бесконечное мно-
жество точек множества E . 

► В одну сторону утверждение очевидно. Докажем только, что, если 
точка a  является предельной, то в любой ее окрестности находится бесконечно 
много точек множества. 

Возьмем некоторую окрестность точки a : ( )rU a  и найдем точку, отлич-
ную от точки a, лежащую в этой окрестности и принадлежащую множеству E . 
Назовем ее 1x . Положим ( )1 1,r x aρ=  и рассмотрим окрестность ( )

1rU a . Оче-

видно, что 1r r< , поэтому ( ) ( )
1 rrU a U a⊂ . Но в окрестности ( )

1rU a  тоже най-
дется точка 2x , отличная от точки a и принадлежащая множеству E . Очевидно, 
она принадлежит первоначальной окрестности ( )rU a . 

Продолжая этот процесс до бесконечности получим бесконечный набор 
точек 1 2 3, , ,x x x E∈… .◄ 
Следствие.  Конечное множество точек не содержит ни одной предель-
ной точки. 
Теорема 1.8.5. Пусть E  - ограниченное сверху, замкнутое множество веще-
ственных чисел и sup E b= . Тогда b E∈ . 

►Если supb E= , то, взяв произвольное число 0ε > , можно найти точку 
x Eε ∈ , которая будет удовлетворять неравенству b x bεε− < ≤ . Тогда, если вы-
полнено равенство x bε =  и других точек из E , лежащих на промежутке 
( ],b bε− , нет, то b E∈  и является изолированной точкой этого множества. Если 
же для любого 0ε >  найдется соответствующая точка xε , отличная от b , то не-
равенство означает, что b  является предельной точкой множества E  и b E∈  в 
силу замкнутости E .◄ 



40 
 

ГЛАВА II. ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

§1 Последовательность точек метрического пространства. 
Предел последовательности 

1.1. Основные определения. Способы задания 
Как уже говорилось в п. 3.5 гл.1, последовательностью называется ото-

бражение множества натуральных чисел  в произвольное множество Y . Если 
Y = , то это отображение будем называть числовой последовательностью. 
Член последовательности, соответствующий произвольному натуральному 
числу n, будем называть общим членом последовательности  и обозначать 

na . Числовую последовательность можно изображать точками на числовой оси 
или точками координатной плоскости с координатами ( ), nn a . 

Существует два основных способа задания числовой последовательности. 
1. Можно задать правило нахождения общего члена na . 

Пример 1. ( ) 11 n

na n
−−= . Здесь указана фор-

мула, по которой можно найти каждый 
член последовательности. Если выписать 
несколько первых членов последователь-

ности, получим 1 11, ,3, ,5,...
2 4

. Первые чле-

ны последовательности изображены на ри-
сунке. 
 
 

Пример 2. Каждый нечетный член последо-
вательности равен нулю, а каждый четный 
равен 1. Это последовательность вида 
0,1,0,1,... . Общий член данной последова-
тельности можно задать и формулой: 

( )1 1
2

n

na
+ −

= . Первые члены последова-

тельности изображены на рисунке. 
 

2. Можно задать первые члены последовательности и соотношение между 
несколькими последовательными членами последовательности. Такое задание 
называется рекуррентным, а соотношение между последовательными членами 
последовательности называется рекуррентным соотношением. 
Пример 3. Арифметическая прогрессия. Задается первый член последова-
тельности и некоторое число d , которое называется разностью прогрессии. 
Рекуррентное соотношение 1n na a d+ = + . Эта последовательность хорошо изу-
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чена в курсе школьной математики, и мы не будем заниматься ею подробно. 
Напомним только формулу общего члена ( )1 1na a d n= + − . 
 
Пример 4. Геометрическая прогрессия. Также задается первый член и неко-
торое число q , отличное от нуля, которое называется знаменателем прогрес-
сии. Рекуррентное соотношение 1n na a q+ = ⋅ . Формула общего члена 1

1
n

na a q −= . 
 
Пример 5. Последовательность Фибоначчи. Заданы два первых члена после-
довательности и рекуррентное соотношение: 2 1n n na a a+ += + . 

☺Выведем формулу общего члена последовательности Фибоначчи. Сна-
чала найдем последовательность nb , общий член которой имеет вид 

, 0n
nb λ λ= ≠ , и который удовлетворяет данному рекуррентному соотноше-
нию. Подставив nb  в это соотношение, получим 2 1n n nλ λ λ+ += + . Так как 0λ ≠ , 

то отсюда получим уравнение 2 1λ λ= + , из которого 1 2
1 5 1 5,

2 2
λ λ+ −
= = . 

Таким образом, данному рекуррентному соотношению удовлетворяют две по-
следовательности  

1 5
2

n

nb
⎛ ⎞+

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 1 5
2

n

nb
⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 Очевидно, что их линейная комбинация  

1 2
1 5 1 5

2 2

n n

C C
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −

+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

тоже будет удовлетворять рекуррентному соотношению при любых значениях 
коэффициентов 1C  и 2C . Последовательность na  будем искать в виде  

1 2
1 5 1 5

2 2

n n

na C C
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −

= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 

 где коэффициенты 1C  и 2C  выберем так, чтобы 1a  и 2a  были равны заданным 
числам. Для этого 1C  и 2C  должны удовлетворять системе уравнений 

 
1 1 2

2 2

2 1 2

1 5 1 5 ,
2 2

1 5 1 5 ,
4 2

a C C

a C C

⎧ + −
= +⎪

⎪
⎨

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎪ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

 

решая которую, получим 

 1 1 2
3 5 1 5
2 5 2 5

C a a− −
= −  и 2 2 1

1 5 3 5
2 5 2 5

C a a+ +
= − .☻ 
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Можно рассматривать последовательности, которые являются отображе-
ниями множества  в произвольное метрическое пространство. Тогда мы бу-
дем говорить, что у нас имеется последовательность точек  метрического про-
странства. 
Пример 6. Пусть 2Y =  и каждому натуральному числу n соответствует точка 

плоскости с координатами 1 1cos , sin
4 2 4 2n n

n nx y
n n

π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. Тогда на 

плоскости получим последовательность точек, изображенных на рисунке: 

 

1.2.  Предел последовательности в метрическом пространстве 
Определение 2.1.1. Пусть дана последовательность точек в метрическом 
пространстве { } 1

n
n nx =∞

=
. Точку A этого же метрического пространства будем 

называть пределом данной последовательности, если для любого числа 0ε >  
можно найти такое натуральное число 0n , что для всех членов последова-
тельности с номерами 0n n≥  будет выполняться неравенство ( ),nx Aρ ε< . 

Так как неравенство ( ),nx Aρ ε<  определяет окрестность точки A  радиу-
са ε , то данное определение можно переложить на геометрический язык: 
Определение 2.1.1(a). Точку A  метрического пространства будем называть 
пределом последовательности точек { } 1

n
n nx =∞

=
, если для любого числа 0ε >  

можно найти такое натуральное число 0n , что все члены последовательности 
с номерами 0n n≥  будут лежать в ( )U Aε -  ε-окрестности точки A. 

Если метрическое пространство - , т.е. рассматривается числовая по-
следовательность, то пределом ее будет число и, вспомнив, как вводится мет-
рика в , определение можно сформулировать несколько проще: 
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Определение 2.1.1(б). Число A  будем называть пределом числовой последова-
тельности { } 1

n
n nx =∞

=
, если для любого 0ε >  можно найти номер 0n , начиная с 

которого все члены последовательности будут удовлетворять неравенству 
nx A ε− < . 

Тот факт, что A является пределом последовательности { }nx , обычно обо-
значается так: 

lim nn
x A

→∞
=    или  n n

x A
→∞
→ . 

Последовательность, имеющая предел, называется сходящейся, а не 
имеющая предела - расходящейся. 

Приведенное выше определение предела последовательности может быть 
записано с помощью логических символов следующим образом: 

( )0 0lim 0 : ,
def

n nn
A x n n n x Aρε ε

→∞
= ⇔∀ > ∃ ∀ ≥ ⇒ < . 

Для числовой последовательности не-
равенство ( ),nx Aρ ε<  означает, что числа 

nx , которые удовлетворяют этому неравен-
ству, лежат в промежутке ( , )A Aε ε− + . По-
этому число A будет пределом числовой по-
следовательности, если все ее члены, начи-
ная с некоторого номера, будут лежать на 
промежутке ( , )A Aε ε− + .  
Замечание 1. Для любого ε  внутри ин-
тервала ( , )A Aε ε− +  содержится беско-
нечное множество точек с координатами nx , а вне его - конечное множество 
таких точек. 
Замечание 2. Используя определение предела последовательности нетруд-
но показать, что добавление или отбрасывание конечного числа членов после-
довательности не влияют на ее сходимость.  
Пример 7. nx C= . Доказать, что lim nn

x C
→∞

= .  

☺Пусть ε - произвольное положительное число. Очевидно, неравенство 
C C ε− <  выполнено, а это означает, что неравенство nx A ε− <  верно при 

1n ≥  и условие, сформулированное в определении предела выполнено с 
0 1n = .☻ 

Замечание 3. Последовательность, все члены которой совпадают, называ-
ется стационарной. Мы доказали, что предел стационарной последователь-
ности равен общему члену этой последовательности. 

Пример 8. Пусть 1
nx

n
= . Доказать, что lim 0nn

x
→∞

= . 

☺Пусть ε - произвольное положительное число. Докажем, что существу-
ет номер 0n , начиная с которого члены последовательности будут удовлетво-
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рять неравенству nx A ε− < , т.е. неравенству 1
n

ε< . Для этого достаточно ре-

шить последнее неравенство относительно n : 1n
ε

> . Отсюда следует, что, если 

положить 0
1 1n
ε
⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (здесь за [ ]x  обозначена целая часть числа x ), то для 

всех номеров n, для которых выполнено неравенство 0n n≥ , члены последова-

тельности 1
nx

n
=  будут удовлетворять неравенству 0nx ε− < , что означает, 

что 0  есть предел данной последовательности. ☻ 

Пример 9. Пусть 2 3
3 5n

nx
n
+

=
−

. Доказать, что 2lim
3nn

x
→∞

= . 

☺Пусть ε - произвольное положительное число. Найдем номер 0n , начи-

ная с которого будет выполняться неравенство 2 3 2
3 5 3

n
n

ε+
− <

−
 или, упрощая его, 

( )
19

3 3 5n
ε<

−
. (Если считать, что 2n ≥ , то дробь 

( )
19

3 3 5n −
 - положительна, и 

знак модуля можно убрать.) Тогда, решая последнее неравенство, получим 
19 5
9 3

n
ε

> +  и в качестве 0n  можно взять 19 5 1
9 3ε
⎡ ⎤+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

. ☻ 

Пример 10. Пусть , 1n
nx a a= < . Доказать, что lim 0nn

x
→∞

= . 

☺Пусть ε - произвольное положительное число. Найдем номер 0n , начи-

ная с которого выполняется неравенство na ε< . Решая это неравенство, полу-

чим na ε<  или lg lgn a ε< , откуда lg
lg

n
a
ε

>   ( lg 0a < ). Полагая 

0
lg 1
lg

n
a
ε⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

, получим требуемое.☻ 

Пример 11. Пусть ( )2 1 3n

nx
n

+ −
= . Доказать, что lim 0nn

x
→∞

= . 

☺Пусть ε - произвольное положительное число. Найдем номер 0n , начи-

ная с которого выполняется неравенство ( )2 1 3n

n
ε

+ −
< . Решить такое неравен-

ство точно довольно трудно и в этом нет необходимости. Нам нужно только 

найти такое значение 0n , чтобы неравенство ( )2 1 3n

n
ε

+ −
<  было следствием из 
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неравенства 0n n≥ . Для этого сначала напишем очевидную оценку 

( )2 1 3 5n

n n
+ −

≤ , а затем найдем 0n  так, чтобы при 0n n≥  выполнялось неравен-

ство 5
n

ε< . Очевидно, что можно взять 0
5 1n
ε
⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

. Тогда, если 0n n≥ , то 

5
n

ε< , и, следовательно, ( )2 1 3n

n
ε

+ −
< . ☻ 

Пример 12. Пусть ( )2 1 3
2

n

nx
+ −

= . Доказать, что предела не существует. 

☺Сформулируем, отрицание определения предела последовательности. 
Число A  не является пределом данной последовательности, если можно най-
ти 0 0ε >  такое, что какое бы натуральное число 0n  мы ни взяли, можно най-
ти 0n n≥ , при котором ( ) 0,nx Aρ ε≥ . 

Проверим, что какое бы число A  мы ни взяли, для данной последователь-
ности сформулированное условие выполняется.  

Последовательность имеет два значения: 1
2

−  при нечетных n  и 5
2

 при 

четных. Если взять в качестве a произвольное число, отличное от этих двух 

значений, то в окрестность радиуса 0
1 5min ,
2 2

A Aε ⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 не попадет ни один 

член последовательности. Следовательно, такое число A  не может быть преде-

лом. Если взять 1
2

A = −  и положить 0 1ε =  (можно взять любое число, не пре-

восходящее трех - расстояния между точками 1
2

−  и 5
2

), то в эту окрестность не 

попадет ни один член последовательности с четным номером, и, следовательно, 
нет такого номера, начиная с которого, в окрестность попадут все члены после-

довательности. Аналогично, если предположить 5
2

A = .☻ 

1.3. Бесконечно малые последовательности. Критерий существования 
предела числовой последовательности 
Определение 2.1.2. Пусть X  - линейное нормированное пространство.Тогда 
последовательность, пределом которой является нулевой элемент, будем на-
зывать бесконечно малой последовательностью или просто бесконечно ма-
лой. 

Таким образом, в пространстве  последовательность { }nα  будет беско-
нечно малой, если для всякого 0ε >  можно найти номер 0n , начиная с которого 
будет выполнено неравенство nα ε< . 
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В предыдущем пункте мы доказали, что последовательности 1
nx

n
=  и 

( )1n
nx a a= <  - бесконечно малые. 

С помощью бесконечно малых можно сформулировать очень простой и 
удобный критерий того, что число A будет пределом последовательности { }nx : 
Теорема 2.1.1. Для того чтобы число A  было пределом последовательности 
{ }nx  необходимо и достаточно, чтобы члены последовательности можно бы-
ло представить в виде n nx A α= + , где { }nα  - бесконечно малая. 

►Для доказательства обозначим n nx A α− = . (Отсюда n nx A α= + ). 
Тогда, если lim nn

A x
→∞

= , то, начиная с некоторого номера, выполняется не-

равенство nα ε< , что означает, что { }nα  - бесконечно малая. 
Наоборот, если { }nα  - бесконечно малая, то, начиная с некоторого номе-

ра, выполняется неравенство nα ε<  или nx A ε− < , что означает, что число A - 
предел последовательности { }nx . ◄ 

Пример 13. Найти 2 1lim
n

n
n→∞

+ . 

☺Представим общий член последовательности в виде суммы 12nx
n

= + . 

Так как 1
n

 - бесконечно малая, то lim 2nn
x

→∞
= .☻ 

1.4. Единственность предела сходящейся последовательности 
Теорема 2.1.2. Если последовательность сходится, то ее предел единственен. 

►Докажем эту теорему для последовательности в произвольном метри-
ческом пространстве. Доказательство проведем методом от противного.  

Пусть для некоторой последовательности { } 1
n

n nx =∞
=

 имеет место lim nn
x A

→∞
=  

и lim nn
x B

→∞
= . По определению предела это означает, что  

1) для всякого числа 0ε >  можно найти номер 1n  такой, что, если 1n n≥ , то 
( ),nx Aρ ε<  и  

2) для всякого числа 0ε >  можно найти номер 2n  такой, что, если 2n n≥ , то 

( ),nx Bρ ε< . Возьмем ( ),
2
A Bρ

ε =  и ( )0 1 2max ,n n n= . 

Тогда для 0n n≥  выполняются оба неравенства ( ),nx Aρ ε<  и 
( ),nx Bρ ε< , и по неравенству треугольника, для этих же значений n  будем 

иметь ( ) ( ) ( ) ( ), , , 2 ,n nA B A x x B A Bρ ρ ρ ε ρ≤ + < = . Полученное противоречие 
доказывает теорему.◄ 
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1.5. Ограниченность сходящейся последовательности 
Определение 2.1.3. Числовую последовательность будем называть ограни-
ченной сверху, если множество ее значений ограничено сверху. 

Т.е. числовая последовательность ограничена сверху, если  
: ,nM x M n∃ ≤ ∀ . 

Определение 2.1.4. Числовую последовательность будем называть ограни-
ченной снизу, если множество ее значений ограничено снизу, т.е. 

: ,nm x m n∃ ≥ ∀ . 
Определение 2.1.5. Числовую последовательность будем называть ограни-
ченной, если множество ее значений ограничено сверху и снизу, т.е. 

 , : ,nM m m x M n∃ ≤ ≤ ∀ . 
Последовательность точек метрического пространства будет ограничена, 

если все ее значения попадают в некоторый шар (см. §8 гл. 1). 
Теорема 2.1.3. Если последовательность сходится, то она ограничена. 

►Пусть lim nn
x A

→∞
= . Тогда для всякого числа 0ε >  можно найти номер 

0n , начиная с которого, все члены последовательности удовлетворяют неравен-
ству ( ),nx Aρ ε< . Если взять, например, 1ε = , то все nx  при 0n n≥  попадут в 
шар с центром в точке A радиуса 1. При этом члены этой последовательности 

01 2 1, ,..., nx x x −  могут не лежать в этом шаре. Но таких точек конечное число. По-

этому существует ( )
0

01 1
max ,ii n

x Aρ ρ
≤ ≤ −

= . Тогда все члены последовательности бу-

дут удовлетворять неравенству ( ),nx A Rρ ≤ , где ( )0max 1,R ρ= , т.е. будут по-
падать в шар радиуса R . ◄ 
Замечание. Утверждение, обратное данной теореме, неверно.  
Пример 14.  Последовательность ( )1 n

nx = −  ограничена, но не имеет предела. 
(Докажите самостоятельно). 
 
1.6. Сходимость последовательности в m  
Теорема 2.1.4. Последовательность точек ( ) ( ) ( )( )1 2, ,...,n n n

n mx x x x=  сходится к 

точке ( )1 2, ,... mA A A A=  тогда и только тогда, когда числовые последователь-

ности ( ){ }
1

n
i

n
x

∞

=
 сходятся к iA  для всех значений i  от 1 до m. 

Таким образом, сходимость в mR  означает покоординатную сходимость. 
►Пусть последовательность nx  сходится к точке A . Это означает, что 

для любого 0ε >  можно найти номер 0n  такой, что если 0n n≥ , то выполняется 
неравенство 

( )( )2
1

m
n

i i
i

x A ε
=

− <∑ . 
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Тогда для 0n n≥  будет выполнено ( ) ( )( )2
1

, 1,2,...
m

n n
i i i i

i
x A x A i mε

=

− ≤ − < =∑ , 

т.е. для всех значений i  справедливо ( )lim n
i in

x A
→∞

= . 

Докажем обратное утверждение. Пусть для всех значений i  от 1 до m 
( )lim n
i in

x A
→∞

= . Это означает, что для всякого 0ε >  и для каждого i  можно найти 

номер in , начиная с которого будут верны неравенства ( )n
i ix A

m
ε

− < . Если 

положить ( )0 1 2max , ,... mn n n n= , то последние неравенства будут верны для 

0n n≥  для всех значений i . Тогда для этих же значений n будет справедливо 

неравенство ( )( )
22

1 1

m m
n

i i
i

x A
m
ε ε

=

⎛ ⎞− < =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ . ◄ 

1.7. Свойства сходящихся числовых последовательностей, связанные 
с неравенствами 
 
Теорема 2.1.5. Пусть даны две числовые последовательности nx  и ny , причем 
lim nn

x A
→∞

=  и lim nn
y B

→∞
= , и B A> . Тогда можно найти номер 0n , начиная с ко-

торого, члены этих последовательностей будут удовлетворять неравенству 
n ny x> . 

►Возьмем 
2

B Aε −
= . Тогда можно найти такой номер 1n , что для всех 

1n n≥  выполняется неравенство 
2n

A BA x Aε ε +
− < < + =  и такой номер 2n , что 

для всех 2n n≥  выполняется неравенство 
2 n

A B B y Bε ε+
= − < < + . Если поло-

жить ( )0 1 2max ,n n n= , то для всех 0n n≥  будут выполняться оба из указанных 
неравенств, а это означает, что для таких n будет n nx y< . ◄ 
 
Следствие 1. Если lim nn

x A
→∞

=  и A B<  ( A B> ), то, начиная с некоторого номе-

ра, все члены последовательности удовлетворяют неравенству nx B<  
( )nx B> . 

►Для доказательства достаточно в теореме 2.1.5 взять стационарную по-
следовательность ny B= . ◄ 
Следствие 2. Если lim nn

x A
→∞

=  и 0A >  ( 0A < ), то, начиная с некоторого номе-

ра, все члены последовательности будут положительны (отрицательны).  
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Замечание. Если проанализировать доказа-
тельство теоремы, то можно уточнить 
второе следствие следующим образом: если 
lim nn

x A
→∞

=  и 0A >  ( 0A < ), то, начиная с не-

которого номера, все члены последователь-
ности будут больше (меньше) некоторого 
положительного (отрицательного) числа r. 
Иллюстрация приведена слева. 

 
Это утверждение в дальнейшем будем называть теоремой отделимости 

последовательности от нуля. 
 
Теорема 2.1.6. (Теорема о предельном переходе в неравенстве) 

Пусть lim nn
x A

→∞
=  и lim nn

y B
→∞

= , причем для всех натуральных значений n 

выполняется неравенство n nx y≤ . Тогда A B≤ . 
►Допустим, что выполнено противоположное неравенство: A B> . Тогда 

по теореме 1, начиная с некоторого номера, члены последовательности должны 
удовлетворять неравенству n nx y> , что противоречит условию.◄ 
Замечания 

1. В теореме 2.1.6 неравенство n nx y≤  может выполняться, только на-
чиная с какого-то номера. 

2. Если в условии теоремы 2.1.6 положить n nx y< , то в заключении тео-

ремы нельзя поставить строгое неравенство. Например, пусть 2
1

nx
n

= , 

1
ny

n
= . Тогда для всех 2n ≥  выполняется строгое неравенство n nx y< , но 

2
1 1lim lim 0

n n nn→∞ →∞
= = . 

1.8. Теорема о трех последовательностях 
В этом пункте мы поговорим об одном достаточном условии того, чтобы 

число A  было пределом числовой последовательности. 
 
Теорема 2.1.7. Пусть даны три числовые последовательности { }nx , { }ny  и 
{ }nz  такие, что при всех значениях  n  выполняется неравенство n n nx y z≤ ≤ . 
Допустим также, что последовательности { }nx  и { }nz  сходятся, причем 
lim limn nn n

x z A
→∞ →∞

= = . Тогда последовательность { }ny  также сходится и 

lim nn
y A

→∞
= . 

►Возьмем произвольное положительное число ε. Тогда можно найти но-
мер 1n , начиная с которого выполнено неравенство nA x Aε ε− < < +  и номер 
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2n , начиная с которого выполнено неравенство nA z Aε ε− < < + . Тогда, если 
положить ( )0 1 2max ,n n n= , то для всех 0n n≥  будут выполнены оба неравенст-
ва, следовательно, будет выполнено неравенство n n nA x y z Aε ε− < ≤ ≤ < + , от-
куда получим ny A ε− < . ◄ 

Эту теорему часто называют теоремой о «сжатой» переменной. 
Доказанную теорему мы можем применить для вычисления пределов не-

которых последовательностей, которые нам будут часто встречаться в даль-
нейшем. 
 
Пример 15. Пусть { }nα - бесконечно малая последовательность, причем для 

всех n  выполнено неравенство 1nα ≥ − . Доказать, что lim 1 1k
nn

α
→∞

+ = . 

☺Докажем сначала, что верно неравенство 1 1 1k
n n nα α α− ≤ + ≤ + . 

Если 0nα ≥ , то левая часть неравенства очевидна, так как 
1 1 1k

n nα α− ≤ ≤ + . Правую часть неравенства получим, используя свойство 
степени: если основание степени больше единицы, то большей будет степень с 
большим показателем. Поэтому  ( )1 1k

n nα α+ ≥ + . 

Если 0nα < , то из неравенства 1 1 1k
n nα α+ < < +  следует правая часть 

доказываемого неравенства, а левая получится опять из свойства степени: если 
основание остепени меньше единицы, то большей будет степень с меньшим по-
казателем. Так как здесь 1 1n nα α− = + , то ( )1 1k

n nα α− < + .  
Из доказанного неравенства нужное утверждение легко следует по теоре-

ме о трех последовательностях и критерию того, что данное число является 
пределом последовательности (теорема 2.1.1). Если { }nα  - бесконечно малая, то 

{ }nα - тоже бесконечно малая. Тогда ( ) ( )lim 1 lim 1 1n nn n
α α

→∞ →∞
− = + = , так как эти 

последовательности представляют собой суммы единицы и бесконечно малых 
последовательностей. Следовательно, lim 1 1k

nn
α

→∞
+ = . ☻ 

Пример 16. Доказать, что если 1a > , то lim 1n
n

a
→∞

= . 

☺ Так как 1a > , то 1n a > . Положим 1n
n aα = − , тогда 1n

na α= + , где 
0nα > . Если мы докажем, что nα - бесконечно малая последовательность, то 

нужное равенство будет доказано. 
Используя бином Ньютона, получим неравенство ( )1 n

n na nα α= + ≥ , от-

куда 0 n
a
n

α< ≤ . Это означает, что nα  - бесконечно малая последовательность, 

что и требовалось доказать. ☻ 
Позже мы докажем, что lim 1n

n
a

→∞
=  и для 0 1a< < . 
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Пример 17. Доказать, что lim 1n
n

n
→∞

= . 

☺ Аналогично предыдущему примеру, 1n n > , следовательно, если по-

ложить 1n
n nα = − , то 0nα >  и ( ) ( ) 21

1
2

n
n n

n n
n α α

−
= + ≥  (здесь из разложения 

бинома взят третий член). Из последнего неравенства получаем 2 20
1n n

α< ≤
−

. 

Следовательно, nα  - бесконечно малая, и так как 1n
nn α= + , то нужное равен-

ство доказано. ☻ 

Пример 18. Доказать, что если 1a >  и m∈ , то lim 0
m

nn

n
a→∞

= . 

☺Так как 1a > , то 1a x= + , где 0x >  (в отличие от предыдущих приме-
ров здесь x не зависит от n). Тогда, рассматривая n m> , можно написать 

( ) ( )( )
( )

1 1 11 ...
1

1 !
nn m m m

n
n m n m n

a x C x x
m

+ + +− − +
= + ≥ =

+
, 

Откуда   ( )
1
1 !10 ...

1 1

m

n m
mn n n n

n m n m n na x +

+
< ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

− − + −
. 

  Допустим, что 2n m≥ . Тогда 

1 1 2, 1,2,...,n k m k m
n k n k m

= + ≤ + = =
− −

 

 и      ( )
1

2 1 !10
mm

n m
mn

na x +

+
< ≤ ⋅ . 

Здесь множитель ( )
1

2 1 !m

m
m

x +

+
 является константой, которую мы обозначим через 

M . Тогда, взяв 0ε > , для всех значений 0 1Mn n
ε

⎡ ⎤≥ = +⎢ ⎥⎣ ⎦
 получим неравенство 

0
m

n
n
a

ε< < , что означает, что lim 0
m

nn

n
a→∞

= .☻ 

 
Упражнения 

1. Докажите, что lim kk
nn

a aα
→∞

+ = , если { }nα  - бесконечно малая. 

2. Докажите, что lim 1n
nn

a α
→∞

+ = , если { }nα  - бесконечно малая и 0a > . 

3. Докажите, что lim 1n
nn

an b α
→∞

+ + = , если { }nα  - бесконечно малая и 

0a > . 
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1.9. Теорема Кантора 
Уточним теорему Кантора, о которой мы говорили в §4 главы 1 (теорема 

1.4.4). 
Теорема 2.1.8. Пусть дана последовательность вложенных отрезков [ ]{ },n na b  
таких, что при n →∞  длина  n-го отрезка стремится к нулю, т.е. 

( )lim 0n nn
b a

→∞
− = . Тогда точка, принадлежащая всем отрезкам, единственна. 

►Допустим, что существует две точки, принадлежащие всем отрезкам: c 
и c′ . Пусть 0 0c cε ′= − > . Тогда для всех значений n будут выполняться нера-
венства n na c b≤ ≤  и n na c b′≤ ≤ , следовательно, будет 
( )n n n nb a c c b a′− − ≤ − ≤ − , что означает, что 0n nb a c c ε′− ≥ − = . Доказанное не-

равенство противоречит тому, что ( )lim 0n nn
b a

→∞
− = . ◄ 

§2 Бесконечно малые и бесконечно большие последовательно-
сти. Арифметические свойства предела 

 
2.1. Бесконечно малая последовательность 

 С бесконечно малой последовательностью мы уже познакомились в 1.3. 
Это последовательность, предел которой равен нулю. Теперь сформулируем и 
докажем два основных свойства бесконечно малых последовательностей. 
 
Теорема 2.2.1. Сумма двух бесконечно малых последовательностей есть бес-
конечно малая последовательность. 

►Пусть lim lim 0n nn n
α β

→∞ →∞
= = . Докажем, что ( )lim 0n nn

α β
→∞

+ = . 

Возьмем некоторое 0ε >  и найдем номер 1n , начиная с которого выпол-

няется неравенство 
2n
εα <  и номер 2n , начиная с которого выполняется нера-

венство 
2n
εβ < . 

Тогда оба эти неравенства будут выполняться для всех n, начиная с 
( )0 1 2max ,n n n=  и, следовательно, для этих номеров будет верным неравенство 

n n n nα β α β ε+ ≤ + < , что и требовалось доказать.◄ 
Очевидно, что с помощью метода математической индукции эту теорему 

можно распространить на любое (фиксированное) количество слагаемых. Но 
необходимо помнить, что теорема неприменима, если количество слагаемых 
зависит от  n - номера члена последовательности. 
 
Пример 1. Рассмотрим последовательность 

2 2 2

1 1 1...
1 2

nx
n n n n

= + + +
+ + +

. 
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 ☺Очевидно, что каждое слагаемое этой последовательности стремится к 
нулю, количество их равно n, но их сумма будет иметь предел, отличный от ну-
ля. Для нахождения этого предела применим теорему о сжатой переменной. 
Очевидна оценка 

2 2 2 2 2

1 1 1... 1
1 2 1

n n

n n n n n n n
< + + + < <

+ + + + +
. 

Левую часть этого неравенства оценим следующим образом: 

2

1 1 11 1
11

n
n nn n

n

= > − > −
+ +

, 

откуда получим: 11 1nx
n

− < < . Так как левая часть этого неравенства стремится 

к единице, то и lim 1nn
x

→∞
= . ☻ 

Теорема 2.2.2. Произведение бесконечно малой последовательности на ограни-
ченную последовательность есть бесконечно малая. 

►Пусть lim 0nn
α

→∞
=  и nx C n≤ ∀ ∈ . Докажем, что ( )lim 0n nn

xα
→∞

⋅ = . 

Возьмем 0ε >  и найдем номер 0n , начиная с которого будет выполняться 

неравенство n C
εα < . Тогда, если 0n n≥ , будет выполнено неравенство 

n nx C
C
εα ε⋅ < = , что и требовалось доказать.◄ 

Следствие. Если { }nx  - бесконечно малая последовательность, а { }ny  - сходя-
щаяся, то их произведение { }n nx y⋅  - бесконечно малая. 

Пример 2. Найти sinlim
n

n
n→∞

. 

☺. Последовательность 1
n

 - бесконечно малая, последовательность sin n  - 

ограничена. Следовательно, произведение 1 sin n
n

 есть бесконечно малая и ис-

комый предел равен нулю.☻ 

2.2. Бесконечно большая последовательность 
  Приведем определения бесконечно больших последовательностей, рас-
ширив тем самым определение предела последовательности. 

Определение 2.2.1. Числовую последовательность { }nx  будем называть 
бесконечно большой, если для любого положительного числа M  можно найти 
номер 0n , начиная с которого все члены последовательности будут удовле-
творять неравенству nx M> . 
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Если последовательность { }nx  бесконечно большая, то будем говорить 
также, что она стремится к бесконечности и записывать это lim nn

x
→∞

= ∞ . 

Существуют два частных случая бесконечно больших числовых последо-
вательностей. 
Определение 2.2.2. Будем говорить, что последовательность { }nx  стремит-
ся к +∞ , если для любого положительного числа M  можно найти номер 0n , 
начиная с которого все члены последовательности будут удовлетворять нера-
венству nx M> . 
Определение 2.2.3. Будем говорить, что последовательность { }nx  стремит-
ся к −∞ , если для любого положительного числа M  можно найти номер 0n , 
начиная с которого все члены последовательности будут удовлетворять нера-
венству nx M< − . 

Неравенство nx M>  означает, что точки nx  при 0n n≥  лежат вне проме-
жутка [ ],M M− . 

 
Если объединение лучей ( ) ( ), ,M M−∞ − ∪ +∞  назвать окрестностью 

бесконечности, то утверждение lim nn
x

→∞
= ∞  будет означать, что для произволь-

ной окрестности бесконечности можно найти номер 0n , начиная с которого все 
члены последовательности будут попадать в эту окрестность. Это высказыва-
ние полностью совпадает с определением предела в конечном случае. 

Заметим также, что lim nn
x

→∞
= +∞  означает, что, начиная с некоторого но-

мера, все члены последовательности  попадают на луч ( ),M +∞ , а lim nn
x

→∞
= −∞  

означает, что, начиная с некоторого номера члены последовательности попадут 
на луч ( ), M−∞ − . 

    
Пример 3. Доказать ( ) 2lim 1 n

n
n

→∞
− = ∞ . 

☺Возьмем 0M >  и попытаемся найти номер 0n , начиная с которого бу-

дет выполняться неравенство ( ) 21 n n M− > . Очевидно, что это неравенство 

равносильно неравенству 2n M>  или n M> . Следовательно, если взять 

0 1n M⎡ ⎤= +⎣ ⎦ , то для всех 0n n≥  неравенство ( ) 21 n n M− >  будет выполнено и 

( ) 2lim 1 n

n
n

→∞
− = ∞ . ☻ 
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Пример 4. Доказать ( )2lim 3
n

n n
→∞

− + = −∞ . 

☺Возьмем 0M >  и попытаемся найти номер 0n , начиная с которого бу-
дет выполняться неравенство 2 3n n M− + < − . Это неравенство – квадратное и 
его можно решить точно, но мы поступим иначе. В определении бесконечно 
большой величины требуется найти номер 0n , такой, что неравенство nx M< −  
будет выполняться для всех номеров n, следующих за 0n , но при этом не требу-
ется, чтобы 0n  был наименьшим номером, обладающим таким свойством. По-

этому оценим сначала данную величину: ( )22 3 3n n n− + < − −  (эта оценка верна, 

если 3n > ), и найдем 0n , начиная с которого верно неравенство ( )23n M− − < . 
Решая это неравенство, получим 3n M> + , следовательно, можно взять 

0 4n M⎡ ⎤= +⎣ ⎦ . Тогда неравенство 2 3n n M− + < −  тоже будет выполнено, что и 
требовалось доказать. ☻ 

Пример 5. Доказать 
2 5lim
2n

n
n→∞

−
= +∞ . 

☺ Возьмем 0M >  и попытаемся найти номер 0n , начиная с которого бу-

дет выполняться неравенство 
2 5
2

n M
n
−

> . Также как и в предыдущем примере, 

сделаем оценку члена данной последовательности: 
2 25 5 5
2 2 2

n n n n
n n
− − −

≥ =  и 

найдем 0n , начиная с которого выполняется неравенство 5
2

n M−
> . Решая это 

неравенство, получим 2 5n M> + . Если взять [ ]0 2 6n M= + , то для всех 0n n≥  

неравенство 5
2

n M−
>  будет выполнено и, следовательно, будет выполнено и 

неравенство 
2 5
2

n M
n
−

> .☻ 

Замечание. Каждая бесконечно большая последовательность является неог-
раниченной (докажите), но обратное неверно. Последовательность может 
быть неограниченной, но не быть бесконечно большой.  

Пример 6. Рассмотрим последовательность ( )1
2

n

n
n n

x
+ −

= .  

☺Эта последовательность неограничена, так как какое бы число M  мы 
ни взяли, можно найти номер n такой, что nx M> . Для этого надо взять n - чет-
ное, тогда nx n=  и нужное неравенство будет выполнено для любого четного 
числа n, которое будет больше, чем M . Это означает, что никакое число M  не 
может быть верхней границей данной последовательности. 
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С другой стороны, если взять некоторое положительное число 0M , то ка-
кой бы номер 0n  мы ни взяли, можно найти номер n такой, что 0n n≥  и nx M< . 
Для этого нужно взять n - нечетное, при котором 0nx = . Это означает, что по-
следовательность не стремится к бесконечности.☻ 
 
Упражнения 

1. Пусть lim nn
x

→∞
= +∞  и lim nn

y
→∞

= +∞ . Докажите, что 

a) ( )lim n nn
x y

→∞
+ = +∞ ; б) ( )lim n nn

x y
→∞

⋅ = +∞ . 

2. Пусть lim nn
x

→∞
= ∞  и ny  - ограничена. Докажите, что ( )lim n nn

x y
→∞

+ = ∞ . 

 
2.3. Связь между бесконечно малой и бесконечно большой последова-
тельностями 
Теорема 2.2.3. Последовательность { }nx  - бесконечно малая ( nx  отличны от 

нуля при всех  n) тогда и только тогда, когда последовательность 1
n

n
y

x
=  - 

бесконечно большая. 
►Пусть последовательность nx  - бесконечно малая, т.е. lim 0nn

x
→∞

= . До-

кажем, что 1
n

n
y

x
=  - бесконечно большая. Возьмем 0M >  и найдем 0n , начиная 

с которого 1
nx

M
< . Тогда для 0n n≥  будет выполняться неравенство ny M> , 

что означает, что ny  - бесконечно большая. 
Наоборот, пусть ny  - бесконечно большая последовательность. Докажем, 

что 1
n

n
x

y
=  - бесконечно малая. Возьмем 0ε >  и найдем 0n , начиная с которого 

выполняется неравенство 1
ny

ε
> . Тогда для этих номеров n будет выполнено 

неравенство nx ε< , что означает, что nx  - бесконечно малая.◄ 

 

2.4. Арифметические свойства пределов 
 Теорема 2.2.4. Пусть lim nn

x A
→∞

= , lim nn
y B

→∞
= . Тогда 

                     1)    ( )lim n nn
x y A B

→∞
+ = + ; 

                     2)    ( )lim n nn
x y AB

→∞
⋅ = ; 

                     3)    lim n
n n

x A
y B→∞

= , если 0,ny n≠ ∀  и 0b ≠ . 
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►Так как lim nn
x A

→∞
=  и lim nn

y B
→∞

= , то члены последовательности nx  и ny  

можно представить в виде n nx A α= +  и n ny B β= + , где nα  и nβ  - бесконечно 
малые последовательности. 

1) Тогда ( ) ( )n n n nx y A B α β+ = + + + , где n nα β+  - бесконечно малая, как 
сумма двух бесконечно малых последовательностей. Таким образом, последо-
вательность n nx y+  представлена в виде суммы числа A B+  и бесконечно ма-
лой, и по критерию того, что число является пределом последовательности, по-
лучаем ( )lim n nn

A B x y
→∞

+ = + . 

2) Аналогично, ( )n n n n n nx y AB A Bβ α α β⋅ = + + + . Слагаемые nAβ , nBα  и 

n nα β  - бесконечно малые, как произведения бесконечно малых на ограничен-
ные (константы A и B ограничены и каждая из бесконечно малых nα  и nβ  - ог-
раничена, как последовательность, имеющая предел). Следовательно, сумма 
( )n n n nA Bβ α α β+ +  - бесконечно малая и ( )lim n nn

AB x y
→∞

= ⋅ . 

3) Докажем, что разность n

n

x A
y B

−  - бесконечно малая. 

Действительно, 
( )

n n n n

n n n

x A B AA A
y B B B B B

α α β
β β

+ −
− = − =

+ +
. Числитель этой дроби – 

сумма двух бесконечно малых, следовательно, бесконечно малая. Что касается 
знаменателя, то при n →∞  он стремится к 2 0B > . Следовательно, по теореме 
об отделимости последовательности от нуля, начиная с некоторого момента, 

будет выполняться неравенство ( )
2

2n
BB B β+ > . Тогда 

( ) 2
1 2

nB B Bβ
<

+
, т.е. 

дробь 
( )

1

nB B β+
 - ограничена. Следовательно, 

( )
n n

n

B A
B B
α β

β
−
+

 - бесконечно малая, 

как произведение бесконечно малой на ограниченную и lim n
n n

xA
B y→∞
= . ◄ 

Замечания 
1. Очевидно, что теорема будет справедлива для любого (но фиксиро-

ванного) количества слагаемых или сомножителей. 
2. В примере 16  п.1.8  мы доказали, что, если 1a > , то lim 1n

n
a

→∞
= . Теперь 

это же соотношение легко доказать и для 0 1a< <  (для 1a =  оно очевидно). 

►Пусть 0 1a< < . Тогда 1
1a

a
=  и 1 1lim lim 1

1 1lim
n

n n n n
n

a
a a

→∞ →∞

→∞

= = = , так 

как 1 1
a
> .◄ 
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2.5. Неопределенности 
Мы уже знакомы с пределами некоторых последовательностей. Следова-

тельно, мы можем вычислять пределы последовательностей, составленных из 
этих известных с помощью арифметических действий. 

Например, 
2 222 2 5 52 5 lim 2 lim 2 lim lim 22 3 7 2733 7lim 2

11 1 1lim lim

nn
n n nnn n n n n

n
n n n

n n

n nn

n n n
n n n

→∞ →∞ →∞ →∞

→∞

→∞ →∞

⎛ ⎞⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + −⎜ ⎟ + − ⋅+ − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ = = = =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Но часто требуется вычислить предел последовательности, к которой не-
возможно применить теорему об арифметических свойствах пределов. 

 Например, 
3

3
3 2 5

6 7n
n nx

n
+ +

=
+

. Здесь при n →∞  числитель и знаменатель 

являются бесконечно большими последовательностями и теорема о пределе ча-

стного неприменима. Про дробь 
3

3
3 2 5

6 7
n n

n
+ +
+

 говорят, что она неопределена при 

n →∞  или, что она представляет собой неопределенность вида ∞
∞

. Процесс 

вычисления предела такого выражения называется раскрытием неопределен-
ности. 

Кроме неопределенности вида ∞
∞

 нам встретятся неопределенности вида 

0 00 , 0 , , 1 , , 0
0

∞⋅∞ ∞ −∞ ∞ . 

§3 Предел монотонной последовательности. Число e 
 
3.1. Определения 
Определение 2.3.1. Будем говорить, что последовательность nx  возрастает, 
если для всех значений n  выполняется неравенство 1n nx x+ ≥ . 
Определение 2.3.2. Будем говорить, что последовательность nx  убывает, ес-
ли для всех значений n  выполняется неравенство 1n nx x+ ≤ . 
Определение 2.3.3. Если последовательность возрастает или убывает, то ее 
будем называть монотонной. 
Замечание. В определении монотонных последовательностей неравенства ≥  и 
≤  можно заменить на строгие 1n nx x+ >  или 1n nx x+ < . Тогда будем говорить, 
что последовательность строго возрастает или строго убывает. 

Для исследования последовательности на монотонность можно сравни-
вать разность соседних членов последовательности с нулем или (если члены 
последовательности положительны) отношение последующего члена последо-
вательности к предыдущему с единицей. 
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Пример 1. Исследовать на монотонность последовательность: 0 1x = , 

12n nx x −= + . 

☺ Найдем 1x :  1 0 02 3x x x= + = > .  
Для доказательства того, что последовательность возрастает, докажем 

индукционную теорему. 
Допустим, что при некотором k  справедливо 1k kx x −> . Тогда 

1
1 1

1
2 2 0

2 2
k k

k k k k
k k

x xx x x x
x x

−
+ −

−

−
− = + − + = >

+ + +
. В силу принципа мате-

матической индукции получим 1,n nx x n−> ∀ ∈ .☻ 
Пример 2. Исследовать на монотонность последовательность 

3 5 2 1...
5 8 3 2n

nx
n
+

= ⋅ ⋅ ⋅
+

. 

☺ Найдем 1
3 5 2 1...
5 8 3 1n

nx
n−
−

= ⋅ ⋅ ⋅
−

 и составим отношение 
1

2 1
3 2

n

n

x n
x n−

+
=

+
. Так как 

члены последовательности положительны и  
1

1,n

n

x n
x −

< ∀ ∈ , то 1n nx x −<  и по-

следовательность строго убывает. ☻ 

 

3.2. Теорема Вейерштрасса 
Теорема 2.3.1 (Вейерштрасса).  Последовательность имеет конечный предел, 
если она возрастает и ограничена сверху или убывает и ограничена снизу. 

►Пусть последовательность { }nx  возрастает и ограничена сверху. Тогда 
для любого n выполняются неравенства 1n nx x +≤  и nx C≤ . 

Так как последовательность ограничена, то она имеет конечный супре-
мум: sup nM x= . Докажем, что lim nn

M x
→∞

= . 

Возьмем 0ε > . Тогда, по определению супремума, найдется номер 0n  та-
кой, что 

0nM x Mε− < ≤ . Так как последовательность { }nx  возрастает, то для 
всех номеров n таких, что 0n n≥  будет выполняться неравенство 

0n nx x M≤ ≤ , 
следовательно, эти члены последовательности будут лежать в ε-окрестности 
точки M , что и означает, что lim nn

M x
→∞

= . 

Вторая часть теоремы доказывается аналогично, при этом 
lim infn nn

x m x
→∞

= = .◄ 

Замечания 
1. Теорема будет верна, если последовательность монотонна только на-

чиная с некоторого номера. 
2. Если последовательность монотонна, но неограниченна, то она стре-

мится к бесконечности. 
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Пример 3. Найти ( )lim 0
!

n

n

a a
n→∞

> . 

☺Докажем, что эта последовательность убывает, начиная с некоторого 
номера. Существует натуральное число 0n  такое, что 0a n< . Тогда a n<  для 

всех 0n n≥  и для этих номеров будет верно неравенство 1a
n
< . Следовательно, 

для этих n  выполнено неравенство 
( )

1

1 1 ! ! ( 1) !

n n n

n n
a a a ax x
n n n n

+

+ = = < =
+ +

, т.е. по-

следовательность убывает. Очевидно, что все члены последовательности неот-
рицательны, значит, последовательность ограничена снизу. По теореме Вейер-
штрасса она имеет конечный предел. Обозначим его через l . 

Члены последовательности связаны рекуррентным соотношением 

1 1n n
ax x

n+ = ⋅
+

. Переходя к пределу в этом соотношении, получим 0l l= ⋅ , т.е. 

0l = .☻ 

3.3. Число e 

Рассмотрим последовательность 11
n

nx
n

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и докажем, что она имеет 

предел.  
►Для этого воспользуемся биномом Ньютона: 
 

( ) ( ) ( )
2

1 1 ... 11 1 1 1 ! 11 1 ... ...
2! ! !

1 1 1 1 2 1 1 1 2 12 1 ... 1 1 ... 1 ... 1 1 ... 1
2! ! !

n

k n
n n n n n k nn

n n k nn n n
k n

n k n n n n n n n

− − − +⎛ ⎞+ = + ⋅ + + + + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + + − − − + + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 С увеличением n увеличивается каждая скобка вида 1 m
n

− , что означает, 

что в последней сумме увеличивается каждое слагаемое. Кроме того, увеличи-
вается количество слагаемых. Следовательно, 1n nx x+ > , т.е. последовательность 

{ }nx  возрастает. Докажем, что она ограничена сверху. Так как 1 1m
n

− < , то 

1

2 3 1

1 1 1 1 2 1 1 1 2 12 1 ... 1 1 ... 1 ... 1 1 ... 1
2! ! !

11
1 1 1 1 1 1 1 1 1 22 ... 2 ... 2 12! 3! 4! ! 2 22 2 2 1

2

n

n

k n
n k n n n n n n n

n

−

−

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + − − − + + − − − <⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠< + + + + + < + + + + + < + =
−
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1
12 1 3

2n−= + − < . Следовательно, эта последовательность имеет предел. ◄ 

Этот предел назовем числом e. Из неравенств, приведенных выше следу-
ет, что 2 3e< < . В дальнейшем мы докажем, что это число иррационально. Беря 
достаточно большие значения n  и подставляя их в выражение для общего чле-
на последовательности, мы можем вычислить предел этой последовательности 
приближенно с любой степенью точности. Но делать такие вычисления с по-
мощью последовательности { }nx  довольно сложно. В дальнейшем мы получим 
еще одну последовательность, предел которой равен числу e и которая удобнее 
для вычисления этого числа. Сейчас напишем только несколько первых цифр: 

2,71828182845904592...e ≅ . 

Рассмотрим последовательность 1 1 1 11 ...
1! 2! 3! !ny

n
= + + + + + . Докажем, что 

lim nn
y e

→∞
= . 

Очевидно, что последовательность ny  возрастает и ограничена сверху. 
Значит, она имеет предел. Обозначим его через l . 

Неравенство 1 1 1 12 ...
2! 3! 4! !nx

n
< + + + + + , доказанное выше, означает, что 

n nx y< , откуда e l≤ . 
С другой стороны, фиксируем некоторое натуральное число  m  и рас-

смотрим последовательность при n m>  

,
1 1 1 1 2 12 1 ... 1 1 ... 1 ...
2! !

1 1 2 11 1 ... 1 .
!

n m
kx

n k n n n
m

m n n n

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + + − − − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Очевидно, что выполняется неравенство ,m n m ny x x< < . Отсюда следует, 
что при каждом значении m справедливо неравенство my e< , следовательно, 
l e≤ . 

Из двух полученных неравенств, следует равенство l e= . 

§4 Частичные пределы. Теорема Больцано-Вейерштрасса 
 
4.1. Частичные пределы 
Определение 2.4.1. Пусть дана последовательность { }nx  и строго возрас-

тающая последовательность { } 1k kn ∞
=

, значениями которой являются нату-

ральные числа. Тогда последовательность { } 1k ky ∞
=

, где 
kk ny x=  называется 

подпоследовательностью последовательности { }nx  и обозначается { } 1kn k
x

∞

=
. 
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Определение 2.4.2. Если { }knx  - подпоследовательность последовательности 

{ }nx  и существует lim
knk

x A
→∞

=  (конечный или бесконечный), то A  будем назы-

вать частичным пределом последовательности { }nx . 
Упражнение. Докажите, что A является частичным пределом последовательно-
сти { }nx  тогда и только тогда, когда A  является предельной точкой множества 
значений последовательности { }nx . 
Определение 2.4.3. Обозначим через E  множество частичных пределов чи-
словой последовательности { }nx . Тогда sup E  будем называть верхним преде-
лом последовательности { }nx , а inf E  ее нижним пределом и обозначать со-

ответственно lim nn
x

→∞
 и lim n

n
x

→∞
. 

Пример 1. ( )1 1 n
nx = + − . Очевидно, что можно выделить две сходящиеся под-

последовательности: 2 1kx =  и 2 1 0kx − = , и множество E  состоит из двух чисел 0 
и 1. Поэтому lim 1nn

x
→∞

=  и lim 0n
n

x
→∞

= . 

Пример 2. ( )( )1 1 n
nx n= + − . Здесь также можно выделить две сходящиеся под-

последовательности 2 2kx k=  и 2 1 0kx − = . Множество E  также состоит из двух 
элементов 0 и +∞ . lim nn

x
→∞

= +∞  и lim 0n
n

x
→∞

= .  

Пример 3. { }nx  - последовательность всех рациональных чисел. Как уже гово-
рилось (гл.1 §8), каждое вещественное число является предельной точкой мно-
жества рациональных чисел, следовательно, оно является частичным пределом 
этой последовательности, т.е. E = . lim nn

x
→∞

= +∞ , lim n
n

x
→∞

= −∞ . 

Используя тот факт, что если lim nn
x A

→∞
= , то любой частичный предел 

этой последовательности тоже равен A, получим важный для нас результат, ко-
торый является продолжением результатов предыдущего параграфа. 

 
Теорема 2.4.1. Если kα  - бесконечно малая последовательность, то 

( )
1

lim 1 kkk
eαα

→∞
+ = . 

► Сначала предположим, что 0nα >  (будем считать, что 1nα < ), тогда 
1

nα
→ +∞ . Положим 1

k
k

n
α
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

, так что 1 1k k
k

n n
α

≤ < +  и 1 1
1k

k kn n
α≥ >

+
. Тогда 

выполнено неравенство 

( )
1

11 11 1 1
1

k k

k

n n

k
k kn n

αα
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ ≥ + > +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 
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Последовательности 11
kn

k
k

s
n

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 
1

11
1

kn

k
k

t
n

+
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟+⎝ ⎠
 являются под-

последовательностями последовательности 11
n

nx
n

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, которая сходится к 

числу e , следовательно, lim limk kk k
s t e

→∞ →∞
= = . Отсюда 

1
1 1lim 1 lim lim 1

kn

kk k kk k
s e

n n

+

→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ = ⋅ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

и    
lim1lim 1

1 1lim 1
1

kn
kk

k k
k k

t
e

n
n

→∞
→∞

→∞

⎛ ⎞
+ = =⎜ ⎟+ ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟+⎝ ⎠

. 

 Тогда, по теореме о сжатой переменной, ( )
1

lim 1 kkk
eαα

→∞
+ = . 

Теперь рассмотрим случай, когда 0kα < , (будем считать, что 1kα > − ). 

Обозначим k kβ α= − .Тогда последовательность 
1

k

k

β
β−

 бесконечно малая и все 

ее члены положительны. Следовательно, для нее  выполнено неравенство 
1

lim 1
1

k
kk

k k
e

β
ββ

β

−

→∞

⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟−⎝ ⎠

. 

Тогда    ( ) ( )
1 1

lim 1 lim 1k kk kk k
α βα β −

→∞ →∞
+ = − =   

11
1lim lim 1 1

1 1 1

k
k kk k

k kk k k
e

β
β ββ β

β β β

−

→∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Наконец, если в последовательности kα  найдется бесконечно много чле-
нов с положительными знаками и бесконечно много с отрицательными, то об-
разуем из них две подпоследовательности 

mkα  и 
lkα . Тогда, по доказанному 

выше ( ) ( )
1 1

lim 1 lim 1k km l
m lk km l

eα αα α
→∞ →∞

+ = + = . Следовательно, 

( )
1

lim 1 kkk
eαα

→∞
+ = . ◄ 

 
Теорема 2.4.2. Множество частичных пределов E  замкнуто. 

►Докажем, что каждая предельная точка множества E  содержится в E , 
т.е. является частичным пределом последовательности { }nx . Пусть с - предель-
ная точка множества E . Тогда, какое бы 0ε >  мы ни взяли, можно найти точку 

A E∈  такую, что ( )2

o
A U cε∈  или ( )0 ,

2
A c ερ< < . 
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Так как A - частичный предел последовательности { }nx , то A - предельная 
точка множества значений последовательности, т.е. существует элемент после-
довательности 

0nx , для которого выполняется неравенство 

( ) ( )
0

0 , ,
2nx A A c ερ ρ< < < . Отсюда следует, что 

0nx c≠  и 

( ) ( ) ( )
0 0
, , ,n nx c x A A cρ ρ ρ ε< + < , т.е. c  – предельная точка множества значений 

{ }nx . ◄ 
Теорема 2.4.3. Пусть { }nx  - числовая последовательность, E  - множество ее 

частичных пределов и * lim nn
A x

→∞
= . Тогда 

a) *A E∈ ; 
б) если *A  - конечное число и 0ε > , то существует номер 0n  такой, что 

для всех 0n n≥  выполняется неравенство *
nx A ε< + ; 

в) *A  - единственное число, обладающее свойствами a) и b). 
►Если *A = +∞ , то последовательность { }nx  неограниченна сверху и это 

значит, что можно выбрать подпоследовательность, которая будет стремиться к 
+∞ . 

Если *A  - число, то последовательность ограничена и утверждение a) 
следует из теоремы 2.4.2 и теоремы 1.8.5. 

Если *A = −∞ , то множество E  содержит только один элемент ( )−∞  и ни 
одного конечного частичного предела не существует. А это означает, что 
lim nn

x
→∞

= −∞ . 

Докажем утверждение б). Возьмем 0ε >  и предположим, что существует 
бесконечно много номеров kn  таких, что *

knx A ε≥ + . Тогда из последователь-

ности { }knx  можно выбрать подпоследовательность, которая будет иметь пре-

дел l , удовлетворяющий неравенству *l A ε≥ + , а это будет означать, что *A  не 
является супремумом множества E . 

Теперь докажем, что число, удовлетворяющее свойствам a) и б) единст-
венно. Предположим, что найдется два таких числа *A  и A′ , и предположим, 
что *A A′< . Возьмем какое-нибудь число y , лежащее между ними: *A y A′< < . 
Тогда, согласно утверждению б), найдется номер 0n , начиная с которого вы-
полняется неравенство nx y< . Но тогда точка A′  не может быть предельной 
точкой множества E , что противоречит условию а).◄ 
Упражнение. Пусть n∀ ∈   n nx y≤ . Докажите, что выполнены неравенства  

1. lim limn n
n n

x y
→∞ →∞

≤ ; 

2. lim limn nn n
x y

→∞ →∞
≤ . 
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4.2. Теорема Больцано-Вейерштрасса 
 
Теорема 2.4.4 (Больцано-Вейерштрасса). Из любой ограниченной числовой 
последовательности можно выделить сходящуюся подпоследовательность. 

►Пусть последовательность { }nx  - ограничена, т.е. все члены последова-
тельности лежат на промежутке [ ],a b . Разделим этот промежуток пополам. То-
гда, по крайней мере на одной половине находится бесконечно много членов 
данной последовательности. Обозначим эту половину через [ ]1 1,a b . Отрезок 
[ ]1 1,a b  разделим пополам и опять выберем ту половину, которая содержит бес-
конечно много членов последовательности. Обозначим ее через [ ]2 2,a b . Про-
должая этот процесс, получим последовательность вложенных отрезков, при-

чем ( )lim lim 0
2n n nn n

b ab a
→∞ →∞

−
− = = . Следовательно, существует точка c , принад-

лежащая каждому из промежутков [ ],n na b . 
Выберем подпоследовательность последовательности { }nx , сходящуюся 

к c . Для этого возьмем за 
1nx  - какой-нибудь элемент последовательности, ле-

жащий на промежутке [ ]1 1,a b , за 
2nx  - какой-нибудь элемент последовательно-

сти, лежащий на промежутке [ ]2 2,a b  и такой, что 2 1n n>  и т.д. Получим после-

довательность { }knx , которая является подпоследовательностью последова-

тельности { }nx  и такую, что [ ],
kn k kx a b∈ . 

Докажем, что эта подпоследовательность сходится к c . Возьмем некото-
рое число 0ε >  и найдем номер 0k  такой, что для всех 0k k≥  будет выполнять-

ся неравенство 
2k

b a ε−
< . Тогда для этих значений k  будет верным неравенство 

2kn k
b ax c ε−

− < < , следовательно, lim
knk

c x
→∞

= .◄ 

4.3. Критерий Коши 
 
Определение 2.4.4. Последовательность { }nx  называется фундаментальной, 
если для любого 0ε >  можно найти номер 0n , начиная с которого для всех на-

туральных чисел p  будет выполняться неравенство ( ),n n px xρ ε+ < . 
Про такую последовательность говорят еще, что она сходится в себе. 
Очевидно, что это определение дано для последовательности из произ-

вольного метрического пространства. Для числовой последовательности нера-
венство ( ),n n px xρ ε+ <  заменяется неравенством n p nx x ε+ − < . 
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Теорема 2.4.5. Если последовательность в метрическом пространстве схо-
дится, то она фундаментальна. 

►Пусть lim nn
x A

→∞
= . Тогда по 0ε >  можно найти номер 0n  такой, что для 

всех 0n n≥  будет выполнено неравенство ( ),
2nx A ερ < . Тогда для таких же но-

меров n и для всех p∈  выполняется неравенство ( ),
2n px A ερ + < .  

Используя неравенство треугольника, получим 
( ) ( ) ( ), , ,n n p n n px x x A A xρ ρ ρ ε+ +≤ + < , что и требовалось доказать. ◄ 

Обратная теорема не будет верной в произвольном метрическом про-
странстве. 
 
Пример 4. Пусть X  - пространство, элементами которого являются рацио-
нальные числа, расстояние между которыми задается формулой 
( ),x y x yρ = − . Возьмем последовательность { }1nx ∞  - рациональных приближе-

ний какого-нибудь иррационального числа, например, 2 . Существование та-
кой последовательности доказано в 4.1, пример 3. Предел такой последователь-
ности является иррациональным числом, поэтому эта последовательность не 
имеет предела в данном пространстве. 
 
Определение 2.4.5. Пространство, в котором каждая фундаментальная по-
следовательность сходится, называется полным.  

Докажем, что пространство  полное. 
 
Теорема 2.4.6. Если числовая последовательность (в ) фундаментальна, то 
она имеет конечный предел. 

►Пусть числовая последовательность { }nx  фундаментальна. Докажем, 
что она ограничена. Возьмем 1ε =  и найдем номер 0n  такой, что для 0n n≥  и 
для всех p∈  будет выполняться неравенство 1n p nx x+ − < . В частности для 

всех p∈  будет выполнено неравенство 
0 0

1n p nx x+ − < , откуда следует, что 

0 0
1 1n m nx x x− < < +  для всех номеров 0m n> . Это означает, что множество зна-

чений последовательности { }
0 1n n nx ∞

= +
 ограничено. Множество значений { } 0

1
n n

n nx =
=

 

конечно и потому тоже ограничено (например, своими наибольшим и наи-
меньшим значениями). Положим, что для 01 n n≤ ≤  выполняется неравенство 

nL x K≤ ≤ . Тогда, полагая ( )0
min , 1nm L x= −  и ( )0

max , 1nM K x= + , получим 

,nm x M n≤ ≤ ∈ , т.е. последовательность ограничена. 
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По теореме Больцано-Вейерштрасса из данной последовательности мож-
но выделить сходящуюся подпоследовательность: 

kn k
x A

→∞
→ . Докажем, что 

lim nn
A x

→∞
= . 

Возьмем 0ε >  и найдем номер 0k , начиная с которого выполняется нера-

венство 
2knx A ε

− < . По этому же ε  найдем номер 1n  такой, что для всех номе-

ров n и m, начиная с 1n , выполняется неравенство 
2n mx x ε

− < . Тогда оба эти 

неравенства будут выполняться для всех ( )00 1max ,kn n n n≥ = , и для этих значе-

ний n выполнено 
k kn n n nx A x x x A ε− ≤ − + − < . ◄ 

Объединяя эти теоремы, получим теорему, которая называется критери-
ем Коши в пространстве :  
 
Теорема 2.4.7. Для того чтобы числовая последовательность { }nx  имела пре-
дел необходимо и достаточно, чтобы для любого числа 0ε >  можно было 
найти номер 0n  такой, что для всех 0n n≥  и для любого p∈  выполнялось не-
равенство n p nx x ε+ − < . 
 
Пример 5. Будет ли сходиться последовательность, заданная рекуррентно фор-

мулой 1
1 1
1 3n n n

nx x
n−
−

= + ⋅
+

? 

☺Допустим для определенности, что n m>  и запишем цепочку равенств 

1

1 2 1

2 3 2

1 1

1 1 ,
1 3

2 1 ,
3

3 1 ,
1 3

.....
1 .

2 3

n n n

n n n

n n n

m m m

nx x
n

nx x
n

nx x
n

mx x
m

−

− − −

− − −

+ +

−
− = ⋅

+
−

− = ⋅

−
− = ⋅

−

− = ⋅
+

 

Складывая эти равенства, получим 

1 2 1
1 1 2 1 3 1 1...
1 1 23 3 3 3n m n n n m

n n n mx x
n n n m− − +
− − −

− = ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅
+ − +

, 

 Откуда 1 2 1
1 1 2 1 3 1 1...
1 1 23 3 3 3n m n n n m

n n n mx x
n n n m− − +
− − −

− = ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ ≤
+ − +
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( )2

1 1 1

1 1 111 1 1 13 3 3... .1 23 3 3 2 31 3 3

n m n n

n n m n

− +

− + −

−
≤ + + + = ≤ =

⋅−
 

Очевидно, что для каждого 0ε >  можно найти номер 0n , начиная с кото-

рого выполняется неравенство 1
1

2 3n ε− <
⋅

, следовательно, критерий Коши вы-

полнен и последовательность сходится. ☻ 
 
Пример 6. Будет ли сходиться последовательность с общим членом 

1 1 1 1...
1 2 3nx

n
= + + + + ? 

☺Возьмем 2n m= . Тогда 
1 1 1...

1 2 2 2 2n m
m mx x

m m m m
− = + + + > =

+ +
. 

Отсюда следует, что какой бы большой номер 0n  мы ни взяли, найдутся 
значения 0m n≥  и 0n n> , при которых 0n mx x ε− >  (в качетве 0ε  можно взять, 
например, единицу). Следовательно, последовательность не имеет предела. ☻ 
 
Упражнения 

1. Докажите, что lim nn
x A

→∞
=  тогда и только тогда, когда все частичные 

пределы последовательности { }nx  равны  A. 
2. Привести пример последовательности, для которой выполнено усло-

вие:   0 0, 0 n p np n n n x xε ε+∀ ∈ ∀ > ∃ ∈ ∀ ≥ ⇒ − < , 

но последовательность { }nx  не имеет конечного предела. Объяснить различие 
между данным условием и условием критерия Коши. 

Указание. Рассмотрите последовательность 1 1 1 1...
1 2 3nx

n
= + + + + . 

 
§5 Понятие о числовом ряде 

 
5.1. Основные понятия 
 

Важным примером применения теории пределов числовой последова-
тельности является понятие числового ряда. 
Определение 2.5.1. Пусть дана числовая последовательность { }na . Числовым 
рядом называется символ  

1 2 3 ...a a a+ + + . 
Нужно понимать, что написанная сумма является символом, потому что 

мы не знаем, как найти сумму бесконечного числа слагаемых. Это требует спе-
циального определения. Отсутствие этого определения легло в основу парадок-
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са, описанного греческим философом Зеноном, доказывающего, что Ахиллес 
никогда не догонит черепаху. 

Допустим, что Ахиллес и черепаха движутся  по одной дороге в одном 
направлении и в начальный момент времени расстояние между ними таково, 
что Ахиллес может его пробежать за время, равное T  часов. Допустим также, 
что Ахиллес бежит со скоростью, которая в 5 раз больше скорости черепахи. 
Тогда через T  часов Ахиллес окажется в точке, где в начальный момент нахо-
дилась черепаха. Но черепаха за это время доберется до точки, расстояние до 

которой Ахиллес преодолеет за 
5
T  часов, и через 

5
T  часов, когда Ахиллес до-

бежит до этой точки, черепаха опять уползет вперед и уже будет в точке, до ко-

торой Ахиллес доберется только через 25
T  часов. Продолжая рассуждать таким 

же образом, придем к выводу, что, сколько бы ни бежал Ахиллес, черепаха бу-
де впереди него и он никогда ее не догонит. 

Чтобы понять ошибку в этом рассуждении, нужно попытаться подсчитать 
время, которое Ахиллес догоняет черепаху. Очевидно, это будет бесконечная 
сумма 

2 3 ...
5 5 5
T T Tt T= + + + + . 

Зенон считал, что сумма бесконечного числа слагаемых всегда бесконеч-
на, однако, это предположение оказывается неразумным и данная сумма конеч-
на (см. пример 2 ниже). Дадим определение такой суммы. 
 
Определение 2.5.2. Пусть дан ряд 1 2 3 ...a a a+ + + . Обозначим через nS  сумму 
первых  n  членов этого ряда, которую будем называть частной суммой этого 
ряда. Тогда суммой ряда будем называть предел последовательности частных 
сумм при n →∞ . (Если этот предел существует) 

Таким образом, если сумму ряда обозначить через S , то lim nn
S S

→∞
= . 

Если lim nn
S

→∞
 существует и конечен, то будем говорить, что ряд сходится, 

если он не существует, то ряд расходится.  
Общий член последовательности { }na , из которой составлен ряд, будем 

называть общим членом ряда. Ряды будем записывать сокращенно в виде 

1
n

n
a

∞

=
∑ , таким образом, если ряд сходится, то 

1
n

n
a S

∞

=

=∑ . 

Замечание. Нумерация членов ряда может начинаться с любого номера. 
  
В следующих примерах требуется найти сумму ряда или доказать, что ряд рас-
ходится.  
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Пример 1. 
( )1

1
1n n n

∞

= +∑ . 

☺ Рассмотрим частную сумму ряда: 
( )

1 1 1 1...
1 2 2 3 3 4 1nS

n n
= + + + +

⋅ ⋅ ⋅ +
. 

Чтобы найти предел последовательности частных сумм, нужно преобразовать 
nS  так, чтобы можно было применять теорему об арифметических свойствах 

пределов. Эти преобразования проделаем следующим образом 

( )
( )
( )

11 1 1 1 2 1 3 2 4 3... ...
1 2 2 3 3 4 1 1 2 2 3 3 4 1
1 1 1 1 1 1 1 11 ... 1 .
2 2 3 3 4 1 1

n
n n

S
n n n n

n n n

+ −− − −
= + + + + = + + + + =

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ +

= − + − + − + + − = −
+ +

 

Отсюда получим, что 1lim 1 1
1n

S
n→∞

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟+⎝ ⎠
.☻ 

Пример 2. 
0

n

n
aq

∞

=
∑   

☺ Этот ряд хорошо известен, как геометрическая прогрессия. Частная 
сумма этого ряда равна сумме первых n  членов геометрической прогрессии (в 

случае, если 1q ≠ ): 
( )1

1 1 1

n n

n

a q a aqS
q q q

−
= = −

− − −
. Если 1q < , то 0nq →  и 

lim
1nn

aS
q→∞

=
−

, если 1q > , то nq  - бесконечно большая последовательность (до-

кажите) и ряд расходится. 
При 1q =  получим nS n=  и lim nn

S
→∞

= ∞ , т.е. ряд расходится. ☻ 

Так как в парадоксе об Ахиллесе и черепахе время t  является суммой 
геометрической прогрессии, то теперь мы можем сказать, что Ахиллес догонит 

черепаху через 5
4

T  часов.  

Пример 3. ( )
1

1 n

n

∞

=

−∑ . 

☺Найдем несколько первых частных сумм этого ряда: 
0

1

2

3

1
1 1 0
1 1 1 1
1 1 1 1 0

S
S
S
S

=

= − =
= − + =
= − + − =

 

Очевидно, что последовательность частных сумм состоит из чередую-
щихся единиц и нулей. Как мы уже доказывали, такая последовательность пре-
дела не имеет. Ряд расходится. ☻ 
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Приведем простейшие свойства сходящихся числовых рядов. 
 
Теорема 2.5.1. Ряд останется сходящимся (расходящимся), если изменить или 
отбросить любое фиксированное количество членов ряда. 

► Если обозначить через nS  частную сумму данного ряда и через ( )1
nS  ча-

стную сумму измененного ряда, то эти частные суммы будут связаны соотно-
шением ( )1

n nS S const= + , где const  не зависит от n  для достаточно больших n. 
Отсюда следует, что, если сходится одна из последовательностей частных 
сумм, то сходится и другая и наоборот. ◄ 

Теорема 2.5.2. Если ряд 
1

n
n

a
∞

=
∑  сходится и S  - его сумма, то ряд 

( )
1

,n
n

aλ λ
∞

=

⋅ ∈∑  тоже сходится, причем его сумма равна Sλ ⋅ . 

►Обозначим через ( )1
nS  частную сумму ряда 

1
n

n
a

∞

=
∑  и через nS  частную 

сумму ряда ( )
1

n
n

aλ
∞

=

⋅∑ . Тогда ( )1
n nS Sλ= ⋅  и, переходя к пределу, получим тре-

буемое. ◄ 

Теорема 2.5.3. Если ряды 
1

n
n

a
∞

=
∑  и 

1
n

n
b

∞

=
∑  сходятся, причем ( )1

1
n

n
a S

∞

=

=∑  и 

( )2

1
n

n
b S

∞

=

=∑ , то ряд ( )
1

n n
n

a b
∞

=

+∑  тоже сходится, причем 

( ) ( ) ( )1 2

1
n n

n
a b S S

∞

=

+ = +∑ . 

► Обозначим через ( )1
nS  частную сумму ряда 

1
n

n
a

∞

=
∑ , через ( )2

nS  частную 

сумму ряда 
1

n
n

b
∞

=
∑  и через nS  частную сумму ряда ( )

1
n n

n
a b

∞

=

+∑ . Тогда, очевидно, 

( ) ( )1 2
n n nS S S= + . Переходя к пределу в этом равенстве, получим требуемое. ◄ 

 
Замечание. Легко доказать, что, если один ряд сходится, а второй расходит-
ся, то их суммарный ряд расходится. Если же расходятся оба ряда, то сум-
марный ряд может быть сходящимся и может быть расходящимся. 
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Пример 4. Пусть 1
na

n
=  и 1 1

2n nb
n

= + . Ряд 
1

n
n

a
∞

=
∑  расходится (см. пример 7 

§4), при этом частные суммы этого ряда стремятся к бесконечности, так как по-
следовательность этих частных сумм возрастающая. 

Так как ,n nb a n> ∈ , то частные суммы ряда 
1

n
n

b
∞

=
∑  тем более будут 

стремиться к бесконечности, следовательно, второй ряд тоже расходиться. 
Суммарный ряд тоже расходится, так как ,n n na b a n+ > ∈ . 

Пример 5. Пусть 1
na

n
=  и 1 1

2n nb
n

= − + . Ряд с общим членом nb  расходится 

как суммарный ряд для сходящегося ряда 
1

1
2n

n

∞

=
∑  и расходящегося ряда 

1

1

n n

∞

=

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ . Таким образом, оба ряда 
1

n
n

a
∞

=
∑  и 

1
n

n
b

∞

=
∑  расходятся. Но суммарный 

ряд ( )
1 1

1
2n n n

n n
a b

∞ ∞

= =

+ =∑ ∑  сходится. 

Теорема 2.5.4. Если ряды 
1

n
n

a
∞

=
∑  и 

1
n

n
b

∞

=
∑  сходятся к суммам ( )1S  и ( )2S  соот-

ветственно и общие члены этих рядов удовлетворяют неравенствам: 
0, 0,n n n na b a b> > ≤ , то ( ) ( )1 2S S≤ . 
►Доказательство очевидно следует из соответствующего неравенства 

для частных сумм этих рядов. ◄ 
Определение суммы ряда можно дать на языке “ε  - n ”:  

Число S  будет суммой числового ряда 
1

n
n

a
∞

=
∑ , если по любому 0ε >  мож-

но найти номер 0n  такой, что для любого 0n n≥  выполняется неравенство 

nS S ε− < . 

 Если ряд сходится, то 
1

n k n
k n

S S a R
∞

= +

− = =∑  или n nS S R= + . Ряд 

1
n k

k n
R a

∞

= +

= ∑  будем называть остатком данного ряда. Очевидно, что, если ряд 

расходится, то любой его остаток тоже расходится, но, если ряд сходится, то 
сходится любой остаток, причем lim 0nn

R
→∞

= .  

Если ряд сходится, то его сумму можно вычислить приближенно, вычис-
лив частную сумму при достаточно большом n, причем остаток дает оценку 
точности вычисления. Применим это рассуждение к вычислению числа e 
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В 3.3 мы доказали, что 1 1 1 1lim 1 ...
1! 2! 3! !n

e
n→∞

⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, следовательно, 

число e можно представить в виде ряда 
0

1
!n

e
n

∞

=

= ∑ . Оценим остаток этого ряда 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )2

1 1 1 1 1... 1 ...
1 ! 2 ! 1 ! 2 2 3

1 1 1 1 1 11 ... .11 ! 1 1 ! !1 1
1

nR
n n n n n n

n n n n nn
n

⎛ ⎞
= + + = + + + <⎜ ⎟

+ + + + + +⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟< + + + = =
⎜ ⎟+ + ++ −⎝ ⎠

+

 

Таким образом, справедливо неравенство: 10
!nR

n n
< < , откуда 

!nR
n n
θ

= , 

где 0 1θ< < . (θ  зависит от n). 

Теперь мы можем записать равенство 1 1 11 ...
1! 2! ! !

e
n n n

θ
= + + + + + . С по-

мощью этого равенства число e нетрудно вычислить с любой точностью, при-
чем остаток дает оценку этой точности. С помощью этого равенства докажем 
иррациональность числа e. 
 
Теорема 2.5.5. Число e иррационально. 

►Предположим, что e - число рациональное, т.е. предположим, что число 

e можно представить в виде несократимой рациональной дроби k
m

, где 2m ≥ . 

Тогда 1 1 11 ...
1! 2! ! !

k
m m m m

θ
= + + + + + . Умножая это равенство на !m , получим 

( )1 ! ! ! 3 4 ... ... 1k m m m m
m
θ

− = + + ⋅ ⋅ ⋅ + + + . В этом равенстве слева стоит целое 

число, а справа дробь, так как 0 1
m
θ

< < . Следовательно, наше предположение 

было неверным.◄ 
 
Замечание. Мы получили еще один пример последовательности рациональных 
чисел, не имеющей предела в пространстве рациональных чисел. 

Перефразируем признак Коши сходимости числовой последовательности 
для рядов. 

Теорема 2.5.6. Для того чтобы числовой ряд 
1

n
n

a
∞

=
∑  сходился необходимо и дос-

таточно, чтобы для любого 0ε >  можно было найти номер 0n  такой, что для 

всех 0n n≥   и для всех p∈  выполнялось неравенство 
1

n p

k
k n

a ε
+

= +

<∑ . 
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►Для доказательства достаточно вспомнить критерий Коши для число-
вой последовательности: для сходимости последовательности частных сумм nS  
необходимо и достаточно, чтобы для любого 0ε >  можно было найти номер 0n  
такой, что для всех 0n n≥  и для всех p∈  выполнялось неравенство 

n p nS S ε+ − < . Так как 
1

n p

n p n k
k n

S S a
+

+
= +

− = ∑ , то теорема доказана. ◄ 

 
Следствие (Необходимое условие сходимости ряда) 

Если ряд сходится, то его общий член стремится к нулю. 

► Пусть ряд 
1

n
n

a
∞

=
∑  сходится. Тогда выполнен признак Коши при 1p = , 

т.е. для любого 0ε >  можно найти 0n  такой, то для 0n n≥  выполняется нера-
венство 1n n nS S a ε−− = < . ◄ 
 
Замечание. Требуется помнить, что обратное утверждение не будет верным. 
Можно встретить ряды, у которых общий член стремится к нулю и которые 
при этом расходятся.  

Пример 6. Рассмотрим ряд 
1

1

n n

∞

=
∑ . Воспользуемся критерием Коши для некото-

рого числа n и p n= . Напишем очевидное неравенство 

2 1
1 1 1 1 1...

1 2 2 2n nS S n
n n n n−− = + + + > ⋅ =

+
. 

Отсюда следует, что какие бы большие n мы ни выбирали, мы не сможем 
сделать разность n p nS S+ −  меньшей ε для всех натуральных значений p . Ряд 
расходится. 

Этот ряд называется гармоническим рядом. 
Итак, если общий член ряда стремится к нулю, то ряд может сходиться и 

может расходиться. Но, если общий член ряда к нулю не стремится, то ряд рас-
ходится. Например, пользуясь этим предложением, мы можем сказать, что ряд 

( )
1

1 n

n

∞

=

−∑  расходится, не исследуя поведение его частных сумм. 

 
 
5.2. Положительные ряды 

Рассмотрим ряд
1

n
n

a
∞

=
∑  и предположим, что 0na ≥  при всех значениях n. 

Очевидно, что частные суммы такого ряда образуют возрастающую последова-
тельность. Следовательно, если эти суммы ограничены, то эта последователь-
ность имеет конечный предел, и ряд сходится, в противном случае последова-
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тельность частных сумм стремится к бесконечности, и ряд расходится. Вос-
пользуемся этим фактом для доказательства некоторых достаточных признаков 
сходимости рядов с неотрицательными членами. 
 
Теорема 2.5.7. (Первая теорема сравнения) 

Пусть даны два ряда
1

n
n

a
∞

=
∑  и 

1
n

n
b

∞

=
∑ , причем 0na ≥ , 0nb ≥  и для всех n  

справедливо неравенство n na b≤ . Тогда, если сходится ряд 
1

n
n

b
∞

=
∑ , то сходится 

ряд 
1

n
n

a
∞

=
∑  и, если расходится ряд 

1
n

n
a

∞

=
∑ , то расходится ряд 

1
n

n
b

∞

=
∑ . 

►Обозначим через ( )1
nS  и ( )2

nS  частные суммы рядов 
1

n
n

a
∞

=
∑  и 

1
n

n
b

∞

=
∑  соот-

ветственно. Тогда, очевидно, выполняется неравенство ( ) ( )1 2
n nS S≤ . Если ряд 

1
n

n
b

∞

=
∑  сходится, то существует его сумма ( )2S  и ( ) ( )2 2

nS S≤ . Тогда, последова-

тельность частных сумм ряда 
1

n
n

a
∞

=
∑  ограничена: ( ) ( )1 2

nS S≤ , следовательно, она 

имеет предел и ряд сходится.  

С другой стороны, если ряд 
1

n
n

a
∞

=
∑  расходится, то последовательность его 

частных сумм неограниченна, следовательно, последовательность частных 

сумм ряда 
1

n
n

b
∞

=
∑  тоже неограниченна и второй ряд тоже расходится. ◄ 

 
Теорема 2.5.8. (Вторая теорема сравнения) 

Пусть даны два ряда
1

n
n

a
∞

=
∑  и 

1
n

n
b

∞

=
∑ , причем 0na ≥ , 0nb > . Пусть существует 

lim , 0n
n n

a l l
b→∞

= ≠ . Тогда данные ряды либо оба сходятся, либо оба  расходятся. 

►Допустим для определенности, что 0l >  и возьмем 
2
lε = . Тогда можно 

найти 0n , начиная с которого будет выполняться неравенство 

( ) ( )n n nb l a b lε ε− < < +  или 3
2 2n n n
l lb a b< < . Тогда, если будет сходиться ряд 
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1
n

n
a

∞

=
∑ , то из неравенства 

2n n
lb a<  по первой теореме сравнения будет сходиться 

ряд с общим членом 
2n
lb , следовательно, будет сходиться и ряд 

1
n

n
b

∞

=
∑ . 

Наоборот, если сходится ряд 
1

n
n

b
∞

=
∑ , то сходится ряд с общим членом 

3
2n
lb , следовательно, из неравенства 3

2n n
la b<  будет сходиться ряд 

1
n

n
a

∞

=
∑ . ◄ 

 
Замечание. Нетрудно доказать, что, если 0l = , то из сходимости второго 
ряда следует сходимость первого и из расходимости первого следует расходи-
мость второго. Если l = ∞ , то из сходимости первого ряда следует сходи-
мость второго и из расходимости второго расходимость первого. 

 
Для применения этих признаков нужно иметь некоторый запас рядов, с 

которыми можно сравнивать данные ряды. Для получения целого семейства та-
ких рядов докажем еще один признак сходимости. 
 
Теорема 2.5.9. (Третья теорема сравнения) 

Пусть последовательность { }na  монотонно убывает и все ее члены не-

отрицательны. Тогда ряд 
1

n
n

a
∞

=
∑  сходится тогда и только тогда, когда схо-

дится ряд 2
0
2 k

k

k
a

∞

=
∑ . 

►Пусть 1 2 3 ...n nS a a a a= + + + +  и 1 2 4 22 4 ... 2 k
k

kS a a a a′ = + + + +  - частные 

суммы этих рядов. При 12 2k kn +≤ <  получим 
( ) ( ) ( )1 2 3 4 7 1 2 42 2... ... ... 2 4 ... 2k k

k
n n kS a a a a a a a a a a a S′= + + + + + + + + + ≤ + + + + =

, откуда следует, что, если ряд 2
0
2 k

k

k
a

∞

=
∑  сходится, то и ряд 

1
n

n
a

∞

=
∑  сходится. 

С другой стороны, при том же соотношении между n и k  получим 

( ) ( )1
1

1 2 3 4 1 2 42 1 2 2 2
1 1... ... 2 ...2
2 2

k k k k
k

nS a a a a a a a a a a S−
−

+
′≥ + + + + + + + ≥ + + + = . 

Следовательно, если ряд 
1

n
n

a
∞

=
∑  сходится, то последовательность частных сумм 

ряда 2
0
2 k

k

k
a

∞

=
∑  ограничена, следовательно, он сходится. ◄ 



77 
 

Применим третий признак сравнения к исследованию на сходимость ряда 

вида 
1

1
s

n n

∞

=
∑ . Для этого надо исследовать ряд ( )1

0 0

1 12
2 2

k
ks k s

k k

∞ ∞

−
= =

=∑ ∑ , который 

представляет собой геометрическую прогрессию со знаменателем 1
1

2sq −= . Та-

кая прогрессия сходится, если 1q < , т.е. 1s >  и расходится, если 1q ≥ , т.е. 
1s ≤ . 
Таким образом, для применения признаков сравнения к исследованию 

рядов на сходимость можно использовать геометрическую прогрессию и ряд 

вида 
1

1
s

n n

∞

=
∑ , который называется обобщенным гармоническим рядом. 

§6 Компактные множества 
Определение 2.6.1. Пусть E  - некоторое множество точек метрического 
пространства X  и { }Gα - семейство открытых множеств из этого же про-
странства. Семейство { }Gα  будем называть открытым покрытием множе-
ства E , если E Gα

α
⊂∪ . 

Определение 2.6.2. Множество E  называется компактным, если из любого 
его открытого покрытия можно выделить конечное покрытие. 

Приведем некоторые свойства компактных множеств. 
Свойство 1. Каждое конечное множество компактно. 

Это свойство очевидно. 
Свойство 2. Компактное множество замкнуто. 

►Докажем, что дополнение dE  множества E  до всего пространства X  
открыто. Возьмем какую-нибудь точку dy E∈  и для каждой точки x E∈  най-

дем окрестности ( )xU y  и ( )V x  радиуса меньшего ( )1 ,
2

x yρ . Тогда 

( ) ( )xU x V x∩ =∅ . Очевидно, что система окрестностей ( ){ }V x  образует от-
крытое покрытие множества E . Выберем из этого покрытия конечное 
( ) ( ) ( )1 2, , ..., nV x V x V x , так что ( ) ( ) ( )1 2 ... nE V x V x V x⊂ ∪ ∪ ∪ , тогда множест-

во ( ) ( ) ( )1 2 ... nxx xU U y U y U y= ∩ ∩ ∩  является окрестностью точки y , которая 
не пересекается ни с одной из окрестностей ( ), 1,2,...,iV x i n= , следовательно, 
не пересекается с множеством E . Значит dE  - открытое множество. ◄ 
 
Свойство 3. Замкнутое подмножество компактного множества компактно. 

► Допустим, что E  - компактно, а F E⊂  замкнуто. Пусть { }Gα  откры-
тое покрытие множества F . Если к этому покрытию присоединить открытое 
множество dF , то получим открытое покрытие множества E , из которого 
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можно выделить конечное покрытие. Очевидно, оно будет конечным покрыти-
ем и для множества F . ◄ 
 
Свойство 4. Компактное множество ограничено. 

► Возьмем некоторое число 0r >  и рассмотрим систему окрестностей 
( )rU x  радиуса r , построенных около каждой точки множества E . Очевидно, 

что эта система образует открытое покрытие множества E . Выберем конечное  
покрытие ( ) ( ) ( )1 2, ,... nU x U x U x  и возьмем какую-нибудь точку y E∈ . Поло-

жим ( ) ( ) ( )( )1 2max , , , ,... , nR y x y x y xρ ρ ρ= . Теперь возьмем произвольную точ-

ку x E∈ . Обозначим через ( )kU x  окрестность, в которую входит взятая точка 
x. Тогда ( ) ( ) ( ), , ,k kx y x x x y r Rρ ρ ρ≤ + ≤ + , что означает, что x входит в шар 
радиуса r R+  с центром в точке y  и множество E  ограничено.◄ 

Обратное утверждение не будет верным в любом метрическом простран-
стве. Но для пространства  мы докажем следующую теорему 
 
Теорема 2.6.1. (Гейне – Бореля – Лебега) 

Множество E ⊂  компактно тогда и только тогда, когда оно замкну-
то и ограничено. 

► Если множество компактно, оно замкнуто и ограничено. (Свойства 2 и 
4). 

Пусть числовое множество E  замкнуто и ограничено. Докажем, что оно 
компактно. Так как множество E  ограничено, то существует отрезок [ ],a b  та-
кой, что [ ],E a b⊂ . В силу свойства 3 достаточно доказать, что будет компактен 
отрезок [ ],a b . 

Возьмем какое-нибудь бесконечное открытое покрытие отрезка [ ],a b  и 
предположим, что из него невозможно выделить конечное покрытие. Разделим 
этот отрезок пополам. Тогда хотя бы одну половину будет покрывать беско-
нечное множество открытых множеств этого покрытия, из которого невозмож-
но выделить конечное. Обозначим эту половину через [ ]1 1,a b . Продолжая этот 
процесс, построим систему отрезков [ ],n na b , ни один из которых нельзя по-
крыть конечной системой множеств из данного покрытия. С другой стороны, 
эти отрезки вложены друг в друга: [ ] [ ]1 1, , ,n n n na b a b n− − ⊂ ∀  и 

( )lim lim 0
2n n nn n

b ab a
→∞ →∞

−
− = = . Значит, существует единственная точка, принадле-

жащая всем отрезкам. Обозначим ее через c: lim limn nn n
c a b

→∞ →∞
= = . Возьмем какое-

нибудь множество данного покрытия, содержащее точку с. Так как множество 
открыто, то точка с внутренняя, следовательно, начиная с некоторого номера, 
точки na  и nb  попадут в это множество. Тогда и отрезки [ ],n na b  тоже попадут в 
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это множество, т.е. каждый такой отрезок будет накрыт только одним множест-
вом из данного покрытия, что противоречит выбору этих отрезков. ◄ 

Рассмотрим еще одну характеристику компактного множества, которая 
справедлива в любом пространстве, но чтобы не усложнять рассуждения дока-
жем ее только для пространства . 
 
Теорема 2.6.2. Множество E  компактно тогда и только тогда, когда из лю-
бого его бесконечного подмножества можно выделить последовательность, 
имеющую конечный предел, принадлежащий E . 

► Пусть E ⊂  - компактно, тогда по теореме 2.6.1 оно ограничено и 
замкнуто. Тогда по теореме Больцано-Вейерштрасса любое бесконечное под-
множество множества E  будет иметь предельную точку, принадлежащую E . 

Обратно, если из каждого бесконечного подмножества множества E  
можно выделить последовательность, сходящуюся к конечной точке из E , то 
множество E  не может быть неограниченным. В противном случае, найдется 
последовательность точек из E , предел которой равен бесконечности, что про-
тиворечит условию. 

Кроме того, множество E  замкнуто. Пусть y  - предельная точка множе-
ства E . Тогда существует последовательность различных точек nx E∈ , такая, 
что lim nn

x y
→∞

= . Но множество { }nx  является бесконечным подмножеством 

множества E , следовательно, y E∈  и множество E  замкнуто. ◄ 
Две последние теоремы можно объединить в следующее утверждение: 
В пространстве  три утверждения эквивалентны: 
1) E  - компактно; 
2) E  - ограничено и замкнуто; 
3) каждое бесконечное подмножество множества E  имеет предельную 

точку, принадлежащую E . 
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ГЛАВА III. ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ 

§1 Функция одной вещественной переменной 
 
1.1. Определения  
Определение 3.1.1. Пусть дано множество X ⊂ . Отображение множест-
ва X  в  будем называть вещественнозначной функцией одной веществен-
ной переменной или просто числовой функцией. 

 Для функций можно применять общую терминологию, но чаще употреб-
ляют специальные термины и специальные обозначения. 

Множество X , на котором действует правило, задающее функцию f, 
называется областью определения функции и обозначается ( )D f  или dom f  
(от латинского слова domus  - дом, жилище). Переменную x, которая принима-
ет значения из этой области, будем называть аргументом функции. 

Образ каждого элемента ( )x D f∈  называют значением функции, а 
множество ( )( )f D f  - множеством значений или областью изменения 
функции. Область изменения функции обозначают ( )E f  или im f  (от латин-
ского imago  - образ, изображение). 

Две функции будем называть равными, если совпадают их области оп-
ределения, и для каждого значения аргумента совпадают значения функции. 
Пример 1.  Функции 2y x=  и y x= , заданные на всей вещественной оси, 

совпадают, а функции ( ) [ ), 0,y x D f= = +∞   и ( ),y x D f= =  различны. 
 
1.2. Сложная функция 
Определение 3.1.2. Пусть заданы две функции ( ) ( ) ( )1 2, ,f t D f G E f G= =  и 

( ) ( ) ( )3 4, ,g x D g G E g G= = , причем 1 4G G∩ ≠∅ . Пусть ( )1
1 4E g G G−= ∩  - 

прообраз множества 1 4G G∩ . Очевидно, что 3E G⊂ . Тогда, взяв некоторое 
значение x E∈ , можно найти ( ) 1t g x G= ∈  и по найденному значению перемен-
ной t  найти значение ( ) ( )( )y f t f g x= = . Таким образом, определена функция, 
сопоставляющая каждому значению x E∈  значение 2y G∈ , которую называ-
ют сложной функцией, композицией или суперпозицией функций. 
Пример 2. Функция ( )sin 2 1x −  будет суперпозицией функций ( ) sinf t t=  и 
( ) 2 1g x x= − . 

Пример 3. Функция 2( ) 1f x x= −  будет суперпозицией функций 

( ) [ ), 0;f t t t= ∈ +∞  и ( ) [ ]21 , 1;1g x x x= − ∈ − . 
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1.3. График функции 
Определение 3.1.3. Множество точек декартовой плоскости, координаты 
которых связаны соотношением ( )y f x= , называется графиком функции. 

Так как функцией является только такое соответствие, при котором каж-
дому значению аргумента соответствует единственное значение функции, то 
прямая, проведенная параллельно оси ординат, пересекает график функции не 
более одного раза. 
 
1. 4. Обратная функция 
Определение 3.1.4. Пусть функция ( )f x  отображает множество ( )D f  на 
множество ( )E f  взаимно однозначно. Тогда, функция, которая каждому эле-
менту ( )s E f∈  сопоставляет элемент ( )t D f∈  такой, что ( )f t s= , называ-
ется обратной к функции ( )f x .  

Функцию, обратную к функции ( )f x , будем обозначать 1f − . Очевидно, 

что ( ) ( )1D f E f− =  и ( ) ( )1E f D f− = . 

Пример 4. Пусть ( ) ( ) [ ]5 2 , 0;2,5f x x D f= − = . Тогда областью изменения этой 

функции будет промежуток [ ]0;5 . Обратная функция 1f −  каждому числу 
[ ]0;5y∈  сопоставляет число [ ]0;2,5x∈  такое, что 5 2x y− = . Можно считать, 

что уравнение 5 2y x= −  задает эту функцию неявно. Чтобы получить явное за-

дание, нужно выразить переменную x  из этого уравнения. Тогда 5
2

yx −
= . За-

меняя букву x  на y  и y  на x , получим более привычные для нас обозначе-

ния 5
2

xy −
=  или ( )1 5

2
xf x− −

= .  

Если функция имеет обратную, то ее будем называть обратимой. Заме-
тим, что не всякая функция является обратимой. Например, функция ( ) 2f x x= , 
заданная на всей вещественной оси, не будет обратимой, потому что для всяко-
го числа 0s >  можно найти два значения t  таких, что 2t s= , следовательно, со-
ответствие s t→  не будет однозначным. В таких случаях часто берут сужение 
функции, например, если задать ( ) ( ) [ )2, 0,f x x D f= = + ∞ , то эта функция 

будет иметь обратную ( ) ( ) [ )1 1, 0,f x x D f− −= = + ∞ . 
Сформулируем два свойства обратимых и обратных к ним функций. 

Свойство 1. ( ) ( )( )1,y E f f f y y−∀ ∈ =  и ( ) ( )( )1,x D f f f x x−∀ ∈ = .  
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Свойство 2. Графики функций ( )y f x=  

и ( )1y f x−=  симметричны относи-
тельно биссектрисы первого и третье-
го координатных углов. 

Отметим, что обратная функция 
может быть записана и в виде 

( )1x f y−= . Тогда ее график будет сов-
падать с графиком исходной функции. 
 
1.5. Способы задания функции 
 
Способ 1. Описательный 

Правило можно задать словесным 
описанием действий, которые нужно 
проделать с аргументом, чтобы получить значение функции или просто пере-
числением значений функции, которые сопоставляются каждому значению ар-
гумента. 
 
Пример 5.  Функция [ ]y x=  - целая часть числа  x. 

Пусть ( )D f = . Возьмем x∈  и най-
дем целое число n так, чтобы выполнялось 
неравенство 1n x n≤ < +  (почему это можно 
сделать?). Тогда [ ]y x n= = . Построим график 
этой функции. Очевидно, что если 0 1x≤ < , 
то 0y = . Аналогично, если 1 2x≤ < , то 1y = , 
если 2 3x≤ < , то 2y =  и т.д., и с отрицатель-
ной стороны, если 1 0x− ≤ < , то 1y = − , если 

2 1x− ≤ < − , то 2y = −  и т.д. Получим «сту-
пенчатый график».  Область изменения этой 
функции ( )E f =  - множество целых чисел. 

 
Пример 6. Функция signy x=  -  знак числа x. 

Положим 1y = − , если 0x < , 1y = , если 
0x >  и 0y = , если 0x = . 

Таким образом, 
( ) ( ) { }, 1,0,1D f E f= = − . График функции 

представлен на рисунке. 
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Пример 7. Функция Дирихле 
 

( )
1, рациональное число,
0, иррациональное число.

x
d x

x
−⎧

= ⎨ −⎩
 

Очевидно, что ( ) ( ) { }, 0,1D f R E f= = . График такой функции изобра-
зить невозможно. 
 
Способ 2. Аналитический 

Правило задается формулой, в которой используются некоторые уже изу-
ченные простейшие функции и арифметические действия. Например, 

22 3
1

x xy
x
−

=
+

, 1 2lny x= + , 
23arcsin2 xy = . 

Если при таком способе задания не указана область определения, то эта 
область считается «естественной», т.е. берутся все значения аргумента, для ко-
торых возможно выполнить указанные действия. Например, для функции 

1 2lny x= +  областью определения будет множество тех значений x , для ко-

торых верно неравенство 1 2ln 0x+ ≥ , т.е. 
1

2x e−≥ . 
Иногда функция задается с помощью 

нескольких выражений.  

Пример 8.  ( )

2

1

2 2, 1

2 , 1 1
5 , 1

x

x x x

f x x
x x

+

⎧ + + ≤ −
⎪⎪= − < ≤⎨
⎪ − >⎪⎩

. 

График этой функции представлен справа. 
Способ 3. Графический 

Функцию можно задать с помощью 
графика. Такое задание функции используется на практике, когда прибор рису-
ет график какой-либо зависимости. Такое задание используется также в изло-
жении курса математики для иллюстрации свойств функций.  

 
Способ 4. Табличный 

На практике часто снимают дискретные показания приборов и составля-
ют из них таблицу, которая дает значения некоторой зависимой переменной для 
отдельных дискретных значений аргумента. Такое задание называется таблич-
ным. График такой функции будет состоять из отдельных точек, которые мож-
но связать непрерывной кривой, например, графиком многочлена, заменив тем 
самым имеющуюся функцию многочленом. 

 
Способ 5. Неявная функция 

Пусть дано уравнение ( ), 0F x y = . Допустим, что пара чисел ( )0 0,x y  яв-
ляется решением этого уравнения, т.е. ( )0 0, 0F x y =  и в некотором прямоуголь-
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нике ( ){ }0 0 0 0, | ,P x y x x x y y yλ λ σ σ= − < < + − < < +  для каждого значения 
( )0 0,x x xλ λ∈ − +  можно найти единственное значение ( ) ( )0 0,y x y yσ σ∈ − +  

так, чтобы выполнялось равенство ( )( ), 0F x y x = . Тогда будем говорить, что 
уравнение ( ), 0F x y =  в окрестности точки ( )0 0,x y  определяет функцию 

( )y y x= , заданную неявно. (Требования к функции ( ),F x y , при которых это 
возможно, будут сформулированы и доказаны в дальнейших частях курса.)  
Пример 9. Пусть дано уравнение 2 2 2x y+ =  и точка ( ) ( )0 0, 1,1x y = . Очевидно, 
что точка ( )1,1  удовлетворяет уравнению 2 2 2x y+ =  и в квадрате 

( ){ }, | 2 2 2,2 2 2P x y x y= − < < − < <  каждому значению x  из промежут-

ка ( )2 2, 2−  будет соответствовать единственное значение y  из промежутка 

( )2 2, 2− . В данном случае формулу, задающую это соответствие, можно 

получить явно, выразив y  из уравнения 2 2 2x y+ = : 22y x= − . 
Замечания 
1. Если не ограничить промежуток значений y , в котором мы хотим полу-
чить значения функции, то уравнение ( ), 0F x y =  может задавать не одну 

функцию. Например, уравнение 2 2 2x y+ =  задает для ( )2, 2x∈ −  две функ-

ции 22y x= ± − , а также бесконечное множество разрывных функций, где y  

может равняться 22 x−  для одних значений x  и 22 x− −  для других. 
2. Функция ( )y y x=  существует не для любой точки ( )0 0,x y , удовлетво-
ряющей уравнению ( ), 0F x y = . Например, ни в каком прямоугольнике с цен-

тром в точке ( )2,0  не существует функции ( )y y x= , заданной уравнением 
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2 2 2x y+ = . Полезно заметить, что существует квадрат 

( ){ }, | 0 2 2, 2 2P x y x y= < < − < < , в котором для каждого ( )2, 2y∈ −  

можно найти единственное значение ( ) ( )0,2 2x x y= ∈  такое, что 

( )2 2 2x y y+ = . 
Способ 6. Параметрическое задание функции 

Пусть на некотором множестве E  заданы две функции ( )x tϕ=  и 
( )y tψ= , причем функция ( )x tϕ=  обратима. Если можно образовать сложную 

функцию ( ) ( )( )1f x xψ ϕ−= , то будем говорить, что уравнения ( )x tϕ=  и 

( )y tψ=  определяют функцию ( )f x , заданную параметрически. 
Пример 10. Пусть даны уравнения [ ]cos , sin , 0,x R t y R t t π= = ∈ . Тогда 

arccos xt
R

=  и 
2

2 2 2
2sin arccos 1 cos arccos 1x x xy R R R R x

R R R
= = − = − = − . Та-

ким образом, данные уравнения определяют функцию ( ) 2 2f x R x= − . 
Замечания 
1. Если функция ( )x tϕ=  не является обратимой, но обратима функция 

( )y tψ= , то можно говорить, что эти уравнения задают параметрически 

функцию ( )( )1x yϕ ψ −= . 

2. На практике очень редко уравнения ( )x tϕ=  и ( )y tψ=  задают функцию, 
так как они редко являются обратимыми. Но обычно область задания пара-
метра – множество E  можно разбить на конечное число частей, на каждой 
из которых существует функция ( )f x  или ( )g y . В таком случае можно гово-
рить о параметрическом задании кривой, являющейся объединением графиков 
всех этих функций. 
 
1.6. Основные свойства функций 

Четность-нечетность 
Определение 3.1.5. Функция ( )y f x=  называется четной, если 

1. ( )x D f∀ ∈   ( ) ( )x D f− ∈ , 
2. ( )x D f∀ ∈   ( ) ( )f x f x− = . 

Первое условие в определении означает, 
что ( )D f  - область определения четной функ-
ции, симметрична относительно начала коорди-
нат. 

Из определения четной функции следует, 
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что, если точка ( )1 ,M x y  лежит на графике функции, то точка ( )2 ,M x y−  тоже 
лежит на графике этой функции, следовательно, график четной функции будет 
симметричен относительно оси OY . 
Определение 3.1.6. Функция ( )y f x=  называется нечетной, если 

1. ( )x D f∀ ∈   ( ) ( )x D f− ∈ , 
2. ( )x D f∀ ∈   ( ) ( )f x f x− = − . 

Область определения нечетной функ-
ции тоже симметрична относительно начала 
координат и, если точка 1( , )M x y  лежит на 
графике функции, то на этом же графике бу-
дет лежать точка ( )2 ,M x y− − . Следователь-
но, график будет симметричен относительно 
начала координат. 

Существуют функции, которые не яв-
ляются ни четными, ни нечетными. 

Монотонность 
Определение 3.1.7. Будем говорить, что функция ( )y f x=  возрастает на 
множествеE , если для любых значений 1 2,x x E∈  таких, что 1 2x x> , выполня-
ется неравенство ( ) ( )1 2f x f x> . 
Определение 3.1.8. Будем говорить, что функция ( )y f x=  убывает на мно-
жестве E , если для любых значений 1 2,x x E∈  таких, что 1 2x x> , выполняется 
неравенство ( ) ( )1 2f x f x< . 

Возрастающие и убывающие на множестве E  функции называют моно-
тонными на этом множестве. 

В определениях 3.1.7 и 3.1.8 можно рассматривать нестрогие неравенства 
( ) ( )1 2f x f x≥   или  ( ) ( )1 2f x f x≤ . Тогда говорят, что имеется нестрогая мо-

нотонность или функция является неубывающей или, соответственно, невоз-
растающей.  
Замечание. Полезно заметить, что если функция строго монотонна на всей 
области определения, то она взаимно однозначно отображает множество 
( )D f  на множество ( )E f , поэтому строго монотонная на области опреде-

ления функция обратима. 

Периодичность 
Определение 3.1.9. Функция ( )y f x=  называется периодической, если суще-
ствует число 0T ≠ , такое что 

1. ( )x D f∀ ∈   ( )x T D f± ∈ , 
2. ( )x D f∀ ∈   ( ) ( )f x T f x+ = . 
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Число T , указанное в определении, называется периодом функции. Наи-
меньший положительный период называется главным периодом. 

Если некоторое число T  является периодом функции, то число kT  при 
любом , 0k k∈ ≠  тоже является периодом. 

Ограниченность функций 
Определение 3.1.10. Функция ( )y f x=  называется ограниченной на множе-
стве E , если ограниченно множество ее значений на E . 
Таким образом, ( )f x   - ограничена на E , если выполнено одно из условий 

а) C∃   x E∀ ∈ :  ( )f x C≤    
или 
в) ,m M∃   x E∀ ∈ :  ( )m f x M≤ ≤ . 
Числа m  и  M называются, соответственно, нижней и верхней граница-

ми функции на множестве E . 
Как и ранее, точную нижнюю границу функции называют нижней гра-

нью или инфимумом, а точную верхнюю – верхней гранью или супремумом 
функции на множестве E . 

Таким образом 

( ) ( )
( )

1)
inf

2) 0x E

x E f x m
m f x

x E f x mε ε∈

∀ ∈ ≥
= ⇔

∀ > ∃ ∈ < +
 

и 

( ) ( )
( )

1)
sup

2) 0x E

x E f x M
M f x

x E f x Mε ε∈

∀ ∈ ≤
= ⇔

∀ > ∃ ∈ > −
. 

Если на множестве E  найдется значение 0x  такое, что ( ) ( )0f x f x≥  для 
всякого x E∈ , то значение ( )0f x  называют наибольшим значением функции 
на множестве E . Соответственно, если ( ) ( )0f x f x≤  для всякого x E∈ , то зна-
чение ( )0f x  называют наименьшим значением функции на множестве E . 

Эти факты мы будем записывать в виде ( ) ( )0 max
x E

f x f x
∈

=    или, соответ-

ственно,   ( ) ( )0 min
x E

f x f x
∈

= . 

Ясно, что, если наибольшее и наименьшее значения функции на E  суще-
ствуют, то ( ) ( )inf min

x E x E
f x f x

∈ ∈
=    и   ( ) ( )sup max

x Ex E
f x f x

∈∈
= . 

§2 Определения предела функции 
В этом параграфе везде будем считать, что точка 0x  является предельной 

точкой области определения функции. Сама она может принадлежать области 
определения и может не принадлежать ей. 
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2.1. Определение предела функции по Коши 
Определение 3.2.1. Число A  называется пределом функции ( )f x  при x, 
стремящемся к 0x  (или в точке 0x ), если для любого 0ε >  можно найти число 

0δ >  так, что для всех значений ( )x D f∈ , для которых выполнено неравенст-
во 00 x x δ< − < , справедливо неравенство ( )f x A ε− < . 

Тот факт, что A  является пределом функции в точке 0x , записывается 
следующим образом: ( )

0

lim
x x

f x A
→

=  или ( )
0x x

f x A
→
→ . 

Напомним, что неравенство 0t t r− <  задает на вещественной прямой ок-
рестность точки 0t  радиуса r , а неравенство 00 t t δ< − <  задает проколотую 
окрестность. Поэтому сформулированное определение можно изложить на гео-
метрическом языке следующим образом: 
Определение 3.2.1(а). Точка A  называется пределом функции ( )f x  при x, 
стремящемся к 0x , если для любой ε  - окрестности точки A  можно найти 
такое число 0δ > , что для всякого значения x  из области определения функции 
и входящего в проколотую δ  - окрестность точки 0x , значения функции будут 
лежать в ε  - окрестности точки A . 

Рассмотрим несколько  примеров.  

Пример 1. Докажем, что 
2

1
2

4 1lim 2
2 1x

x
x→

−
=

−
.  

☺ Здесь 0
1
2

x = ,  2A = . Возьмем 0ε >  и найдем те значения x , для кото-

рых будет выполняться неравенство 
24 1 2

2 1
x
x

ε−
− <

−
. Очевидно, что если 1

2
x ≠ , 

то дробь можно сократить, тогда неравенство преобразуется в неравенство 

( )2 1 2x ε+ − <  или 1
2 2

x ε
− < . Это означает, что взять 

2
εδ =  и 1

2
x δ− < , 

1
2

x ≠ , то значения функции будут удовлетворять неравенству 
24 1 2

2 1
x
x

ε−
− <

−
, 

т.е. лежать в ε  - окрестности точки 2. ☻ 
Пример 2. Докажем что 2

2
lim 4
x

x
→

= . 

☺ Возьмем 0ε >  и найдем значения x, при которых выполняется нера-
венство 2 4x ε− < . Будем считать, что 4ε < . Тогда, решая это неравенство, по-

лучим 4 4xε ε− < < + . Последнее неравенство задает два промежутка, 
причем точка 0 2x =  лежит на том из них, который находится на положитель-

ной полуоси. Возьмем ( )min 2 4 , 4 2δ ε ε= − − + − . Тогда проколотая δ  - ок-
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рестность точки 0 2x =  входит в найден-
ное множество решений неравенства 

2 4x ε− <  и, следовательно, 2

2
lim 4
x

x
→

= . 

☻ 
Решая предыдущий пример, мы 

видели, что неравенство ( )f x A ε− <  
должно являться только следствием не-
равенства 00 x x δ< − < , поэтому нера-
венство ( )f x A ε− <  вовсе необяза-
тельно решать точно.  

Можно было, например, поступить 
следующим образом. Возьмем неравен-
ство 2 4x ε− <  и запишем его в виде 2 2x x ε− ⋅ + < . Далее, предположим, что 
мы будем рассматривать только те значения x, которые лежат на промежутке 
( )1,3 . Тогда будет справедливо неравенство 2 2 5 2x x x− ⋅ + < −  и, следова-
тельно, если потребовать, чтобы выполнялось неравенство 5 2x ε− < , то для 

этих значений x будет справедливо 2 4x ε− < . Это означает, что, если взять 

min 1,
5
εδ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, то для всех значений x  из проколотой δ -окрестности точки 2, 

будет верно неравенство 2 4x ε− < , что и требуется для того, чтобы число 4 

было пределом функции 2x  при  x, стремящемся к 2. 
   
2.2. Определение предела функции по Гейне 
Определение 3.2.2. Число A  называется пределом функции ( )f x  при x, 
стремящемся к 0x , если для любой последовательности { }nx  точек, взятых из 
области определения функции, сходящейся к 0x , последовательность значений 
функции ( )nf x  будет стремиться к числу A . 

Это определение не всегда удобно для доказательства того, что некоторое 
число является пределом функции в заданной точке, так как часто невозможно 
перебрать все требуемые последовательности { }nx , но это определение очень 
удобно для доказательства того, что взятое число не является пределом функ-
ции или того, что функция вообще не имеет предела при 0x x→ .  

Пример 3.  Докажем, что функция 1sin
x

 не имеет предела при 0x → . 
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☺ Возьмем последовательность 1
nx

nπ
′ = . Тогда 1sin sin 0

n
n

x
π= =

′
, следо-

вательно, 1lim sin 0
n nx→∞

=
′

.  

Теперь возьмем другую последовательность 
( )

2
4 1nx

nπ
′′ =

+
. Тогда 

( )4 11sin sin 1
2n

n
x

π +
= =

′′
 и 1lim sin 1

n nx→∞
=

′′
.  

Отсюда следует, что предела функции в точке 0 не существует. ☻ 
Замечание. Если для некоторой последовательности { }nx , такой что 

( )nx D f∈  и 0n n
x x

→∞
→  последовательность ( )nf x  будет стремиться к числу 

A , то число A  будем называть частичным пределом функции в точке 0x . 
Теорема 3.2.1. Функция имеет предел в точке 0x  тогда и только тогда, когда 
любая последовательность ( ){ }nf x , где ( ) 0,n nx D f x x∈ ≠  и 0lim nn

x x
→∞

=  схо-

дится. 
►Допустим, что для любой последовательности { }nx  такой, что 

( ) 0,n nx D f x x∈ ≠  и 0lim nn
x x

→∞
=  последовательность ( ){ }nf x  сходится. Возь-

мем две последовательности { }nx′  и { }nx′′  значений аргумента функции, удовле-

творяющие этим условиям, и предположим, что последовательности ( ){ }nf x′  и 

( ){ }nf x′′  имеют разные пределы. Образуем из этих значений последователь-

ность ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , , ...f x f x f x f x′ ′′ ′ ′′  
Очевидно, что последовательность значений аргумента 

1 1 2 2 3 3, , , , , ,...x x x x x x′ ′′ ′ ′′ ′ ′′  сходится к 0x , но последовательность значений функции в 
этой точке не имеет предела, так как она имеет два различных частичных пре-
дела. Это противоречит условию теоремы. 

В обратную сторону теорема очевидна. ◄ 
 
2.3. Эквивалентность определений 
Теорема 3.2.2. Определения предела функции по Коши и по Гейне эквивалент-
ны. 

►Сначала докажем, что если число A  является пределом функции по 
Коши в точке 0x , то оно является пределом функции и по Гейне в этой же точ-
ке. Возьмем некоторую последовательность nx  значений аргумента x такую что 

( ) 0,n nx D f x x∈ ≠  и 0n n
x x

→∞
→ . 

Далее, возьмем число 0ε >  и найдем 0δ >  так, чтобы для значений x, 
удовлетворяющих неравенству 00 x x δ< − < , было справедливо неравенство 
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( )f x A ε− < . По найденному δ  можно найти номер 0n , начиная с которого 
будет выполняться неравенство 00 nx x δ< − < , т.е. члены последовательности 

nx  будут лежать в проколотой δ - окрестности точки 0x . Следовательно, для 
них будет выполнено: ( )nf x A ε− < , что означает, что число A  является пре-

делом последовательности ( )nf x . 
Теперь предположим, что число A  является пределом функции ( )f x  в 

точке 0x  в смысле определения по Гейне, но не является пределом этой же 
функции в смысле определения по Коши. Это означает, что можно найти 0 0ε >  
такое, что какое бы 0δ >  мы ни взяли, найдется значение ( )x D fδ ∈ , удовле-
творяющее неравенству 00 x xδ δ< − <  и такое, что справедливо неравенство 

( ) 0f x Aδ ε− ≥ . 

Возьмем последовательность 1
n n

δ =  и для каждого nδ  найдем соответст-

вующее значение nx . Тогда, так как каждое из этих значений удовлетворяет не-

равенству 0
1

nx x
n

− < , то 0n n
x x

→∞
→ , но, с другой стороны для каждого из них 

будет выполняться неравенство ( ) 0nf x A ε− ≥ , что противоречит тому, что 
число A  является пределом функции по Гейне. ◄ 
 
2.4. Бесконечные пределы 
Определение 3.2.3. Будем говорить, что функция ( )f x  стремится к беско-
нечности при x, стремящемся к 0x , если для любого числа 0M >  можно найти 

0δ >  так, что, если значение x удовлетворяет условиям: 
( ) 0, 0x D f x x δ∈ < − < , то справедливо неравенство ( )f x M> . 
Если функция стремится к бесконечности в некоторой точке, то она назы-

вается бесконечно большой в этой точке. 
Этот факт записывается следующим образом: ( )

0

lim
x x

f x
→

= ∞ . 

Неравенство ( )f x M>  озна-
чает, что ( ) ( ) ( ), ,f x M M∈ −∞ − ∪ +∞ . 
Так как объединение 
( ) ( ), ,M M−∞ − ∪ +∞  называют окре-
стностью бесконечности, то опреде-
ление бесконечно большой функции 
сводится к определению 3.2.1(а) при 
A = ∞ . 

Можно рассматривать «одно-
сторонние» окрестности бесконечно-
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сти ( ), M−∞ −  или ( ),M +∞ . Тогда, будем говорить, что функция стремится к 
−∞ , если для любого числа 0M >  можно найти 0δ >  так, что, если значения x 
удовлетворяют условиям: ( ) 0, 0x D f x x δ∈ < − < , то ( ) ( ),f x M∈ −∞ −  и бу-
дем говорить, что функция стремится к +∞ , если для любого числа 0M >  
можно найти 0δ >  так, что, если значения x удовлетворяют условиям: 

( ) 0, 0x D f x x δ∈ < − < , то ( ) ( ),f x M∈ +∞ . Соответствующие рисунки приве-
дены на следующей странице. 

Это записывается, соответственно, так: ( )
0

lim
x x

f x
→

= −∞  или 

( )
0

lim
x x

f x
→

= +∞ . 

Пример 4. Доказать, что  21

1lim
1x x→
= ∞

−
. 

☺ Возьмем 0M >  и попытаемся найти окрестность точки 0 1x =  такую, 
что для всякого значения x из этой окрестности будет выполняться неравенство 

2
1

1
M

x
>

−
. Для этого сначала предположим, что 0 2x< < . Тогда 

2
1 1 1

1 1 3 11 x x xx
= >

+ − −−
 и, если взять 1min 1,

3M
δ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, то для всех значений 

x, удовлетворяющих неравенству 1x δ− <  будет выполняться неравенство 
1

3 1
M

x
>

−
, следовательно, будет верно 2

1
1

M
x

>
−

.☻ 

Пример 5. Доказать, что 
( )21

1lim
1x x→

= +∞
−

. 

☺ Возьмем 0M >  и найдем окрестность точки 0 1x =  такую, что для вся-
кого значения x  из этой окрестности будет выполняться неравенство 

( )2
1
1

M
x

>
−

. Решая последнее неравенство, получим 11x
M

− < , следова-
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тельно, если взять 1
M

δ = , то из условия ( )1x Uδ∈  будет следовать 

( ) ( ),f x M∈ +∞ . ☻ 

Пример 6. Доказать, что 
( ) ( )21

1lim
1 2x x x→−

= −∞
+ −

. 

☺ Возьмем 0M >  и найдем окрестность точки 0 1x = −  такую, что для 
всякого значения x из этой окрестности будет выполняться неравенство 

( ) ( )2
1

1 2
M

x x
< −

+ −
. Предположим, что 2 0x− < < . Тогда 

( ) ( ) ( )2 2
1 1

1 2 4 1x x x
−

<
+ − +

 и, если взять 1min 1,
2 M

δ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, то для всех значений 

x, удовлетворяющих неравенству 1x δ+ <  будет справедливо неравенство 

( )2
1

4 1
M

x
−

< −
+

, следовательно, будет верно 
( ) ( )2

1
1 2

M
x x

< −
+ −

. ☻ 

 
2.5.  Пределы на бесконечности 
Определение 3.2.4. Будем говорить, что число A  является пределом функции 
( )f x  при x, стремящемся к бесконечности, если для любого 0ε >  можно 

найти число 0σ >  так, что для всех значений ( )x D f∈ , для которых выполне-
но неравенство x σ> , справедливо неравенство ( )f x A ε− < . 

Это означает, что взяв произвольную ε -окрестность точки A  - ( )U Aε на 
оси ординат, можно найти окрестность бесконечности на оси абсцисс так, что 

для всех значений аргумента 
функции, взятых из этой окрест-
ности бесконечности, значения 
функции будут лежать в ( )U Aε .  

Если значения аргумента 
брать только из промежутка 
( ), σ−∞ −  или только из ( ),σ +∞ , 
то будем говорить о пределе при  
x, стремящемся к −∞  (минус бес-
конечности) или, соответственно, 
к +∞ (плюс бесконечности). 

Пример 7. Доказать, что 
2

2
1 1lim

22 3x

x
x→∞

+
=

−
. 
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☺ Возьмем 0ε >  и найдем окрестность бесконечности такую, что для 
всех значений x из этой окрестности будет выполняться неравенство 

2

2
1 1

22 3
x
x

ε+
− <

−
. 

Для этого преобразуем выражение, стоящее под знаком модуля: 

( )
2

2 2
1 1 5

22 3 2 2 3
x
x x
+

− =
− −

 и допустим, что 3
2

x > . Тогда неравенство 

2

2
1 1

22 3
x
x

ε+
− <

−
 примет вид 

( )2
5

2 2 3x
ε<

−
 и его решением будет множество 

5 3
4 2

x
ε

> + . Следовательно, если положить 5 3
4 2

σ
ε

= + , то для всех 

( )x Uσ∈ ∞  будет выполняться неравенство 
2

2
1 1

22 3
x
x

ε+
− <

−
. ☻ 

Упражнение. Сформулируйте на языке окрестностей следующие факты:  
a) ( )lim

x
f x

→∞
= ∞ ;    b) ( )lim

x
f x

→−∞
= +∞ ;   c) ( )lim

x
f x

→+∞
= −∞ ; 

d) ( )lim
x

f x
→+∞

= +∞ ;  e) ( )lim
x

f x
→−∞

= −∞ . 

 
2.6. Односторонние пределы 
Определение 3.2.5.  Допустим, что в любой окрестности точки 0x  существу-
ют точки из области определения функции ( )f x , лежащие слева от 0x , т.е. 

0x x< . Будем говорить, что число A  является пределом функции ( )f x  при  x, 
стремящемся к 0x  слева , если для любого 0ε >  можно найти число 0δ >  
так, что для всех значений ( )x D f∈ , для которых выполнено неравенство 

0 0x x xδ− < < , справедливо неравенство ( )f x A ε− < . 
Определение 3.2.6.  Аналогично, допустим, что в любой окрестности точки 0x  
существуют точки из области определения функции ( )f x , лежащие справа 
от 0x , т.е. 0x x> . Будем говорить, что число A  является пределом функции 
( )f x  при x, стремящемся к 0x  справа, если для любого 0ε >  можно найти 

число 0δ >  так, что для всех значений ( )x D f∈ , для которых выполнено нера-
венство 0 0x x x δ< < + , справедливо неравенство ( )f x A ε− < . 

Тот факт, что A  является пределом функции в точке 0x  слева или справа, 
записывается следующим образом: ( )

0 0
lim

x x
f x A

→ −
=  или ( )

0 0
lim

x x
f x A

→ +
= . 

Для этих пределов также будем применять обозначения: 
( ) ( )

0
00

lim 0
x x

f x f x
→ −

= −  и ( ) ( )
0

00
lim 0

x x
f x f x

→ +
= + . 
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Пример 8.  Доказать, что
0 0

lim sign 1
x

x
→ −

= −     
0 0

lim sign 1
x

x
→ +

= . 

☺ Действительно, возьмем 0ε >  и какое-нибудь 0δ > . Тогда, если x 
удовлетворяет условию 0xδ− < < , то sign 1 0x ε+ = <  и, если x удовлетворяет 
условию 0 x δ< < , то sign 1 0x ε− = < . ☻ 

 
Теорема 3.2.3. Функция имеет конечный предел в точке 0x  тогда и только то-
гда, когда в этой точке существуют конечные пределы слева и справа и они 
равны между собой. 

(Докажите самостоятельно). 
Замечания 
1. Пределы функции при  x, стремящемся к −∞  или к +∞ , можно считать 
односторонними пределами функции на бесконечности. 
2. Можно определить бесконечные односторонние пределы в конечной 
точке: ( )

0 0
lim

x x
f x

→ −
= ∞  и ( )

0 0
lim

x x
f x

→ +
= ∞ . 

3. Все особые случаи пределов (бесконечные и односторонние) можно 
сформулировать на языке последовательностей (по Гейне).  
4. Введенный ранее (глава 2) предел последовательности можно рассмат-
ривать как частный случай предела функции, определенной на множестве на-
туральных чисел при n →+∞ . 

§3  Свойства пределов функции 
 
3.1. Ограниченность функции, имеющей предел 
Теорема 3.3.1. Если функция имеет конечный предел в точке 0x , то она огра-
ничена в некоторой окрестности этой точки. 

►Для доказательства достаточно взять какое-нибудь значение ε, напри-
мер, 1ε = . Тогда существует окрестность ( )0U x  точки 0x   такая, что для всех 

значений ( ) ( )0

o
x D f U x∈ ∩  будет выполняться неравенство ( )1 1A f x A− < < + , 

где ( )
0

lim
x x

A f x
→

= . Если существует значение ( )0f x , то в найденной окрестно-

сти функция будет ограничена числами ( )( )0min 1,A f x−  и ( )( )0max 1,A f x+ . 
◄ 
Замечания 
1. В теореме утверждается, что свойство ограниченности функции, 
имеющей предел в некоторой точке, локальное, т.е. выполняется только в ок-
рестности этой точки. Легко построить пример функции, которая не будет 
ограничена даже на ограниченном множестве вещественной оси. 
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2. Утверждение теоремы верно и для 
случая 0x = ∞ . 
 
Пример 1. Рассмотрим функцию 

( ) ( )( )
2 1

1 2
xf x

x x
−

=
− −

.  

Если 1x ≠ , то ( ) 1
2

xf x
x
+

=
−

, в точке 

1x =  функция не определена. В некоторой 
окрестности точки 1x =  функция ограниче-
на, но она не является ограниченной, напри-
мер, на промежутке [ ]1,3− . График данной 
функции представлен на рисунке. 
 
 
3.2. Предельный переход в неравенстве 
Теорема 3.3.2. Пусть две функции ( )f x  и ( )g x определены в некоторой проко-

лотой окрестности ( )0

o
U x  точки 0x , причем для всех значений x  из этой окре-

стности выполняется неравенство ( ) ( )f x g x≤ . Допустим, что существуют 
( )

0

lim
x x

f x A
→

=  и ( )
0

lim
x x

g x B
→

= . Тогда A B≤ .  

►Возьмем произвольную последовательность { }nx  такую, что 

( )
0

0nx U x∈  и 0lim nn
x x

→∞
= . Тогда, используя определение предела функции по 

Гейне, получим: ( )lim nn
f x A

→∞
=  и ( )lim nn

g x B
→∞

= . Так как 

( ) ( ),n nf x g x n≤ ∀ ∈ , то по теореме о предельном переходе в неравенстве 
для последовательности, получим A B≤ . ◄ 
 
3.3. Теорема о сжатой переменной 

Теорема 3.3.3. Пусть в некоторой проколотой окрестности ( )0

o
U x  точки 0x  

определены три функции ( )f x , ( )g x и ( )h x , причем для всех значений x  из 
этой окрестности выполняется неравенство ( ) ( ) ( )f x h x g x≤ ≤ . Допустим, 
что существуют ( )

0

lim
x x

f x A
→

=  и ( )
0

lim
x x

g x A
→

= . Тогда существует 

( )
0

lim
x x

h x A
→

= . 

► Возьмем произвольную последовательность { }nx  такую, что 

( )
0

0nx U x∈  и 0lim nn
x x

→∞
= . Используя определение предела функции по Гейне, 
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получим: ( ) ( )lim limn nn n
f x g x A

→∞ →∞
= = . Так как ( ) ( ) ( ),n n nf x h x g x n≤ ≤ ∀ ∈ , то 

по теореме о сжатой переменной для последовательности, получим 
( )lim nn

h x A
→∞

= . ◄ 

 
3.4. Теорема отделимости от нуля 
Теорема 3.3.4. Пусть в точке 0x  существует ( )

0

lim
x x

f x A
→

= , причем 0A > . То-

гда существует окрестность ( )0U x  точки 0x  такая, что ( ) ( )0

o
x U x D f∀ ∈ ∩  

будет выполняться неравенство ( ) 0f x > . 

► Возьмем 
2
Aε = . По определению предела функции по Коши, можно 

найти окрестность ( )0U x  такую, что для всех значений  x, принадлежащих 

множеству ( ) ( )0

o
U x D f∩ , будет выполняться неравенство 

( )
2 2
A AA f x A− < < + . Из левой части этого неравенства следует, что для этих 

значений  x будет ( ) 0f x > . ◄ 
 
Замечания 
1. Если в условиях теоремы поло-
жить 0A < , то для соответствую-
щих значений x  будет выполнено 
( ) 0f x < . 

2. Из этой теоремы следует, что 
если ( )

0

lim 0
x x

f x
→

≠ , то в некоторой ок-

рестности точки 0x  функция будет, 
не только отлична от нуля, но можно 
найти число 0c >  так, что ( )f x c> . 

Тогда в этой окрестности функция ( ) ( )
1g x

f x
=  будет ограничена.  

3. Теорему можно усилить, сформулировав ее следующим образом: Пусть в 
точке 0x  существует ( )

0

lim
x x

f x A
→

= , причем A B> . Тогда существует окрест-

ность ( )0U x  точки 0x  такая, что ( ) ( )0

o
x U x D f∀ ∈ ∩  будет выполняться не-

равенство ( )f x B> . 
Для доказательства достаточно рассмотреть функцию ( ) ( )1f x f x B= − . 
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3.5. Арифметические свойства пределов 
Теорема 3.3.5. Пусть существуют конечные пределы ( )

0

lim
x x

f x
→

 и ( )
0

lim
x x

g x
→

. 

Тогда существуют пределы суммы, произведения, частного этих функций, 
причем  

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )

0 0 0

0 0 0

0

0
0

1. lim lim lim ;

2. lim lim lim ;

lim
3. lim .

lim

x x x x x x

x x x x x x

x x

x x
x x

f x g x f x g x

f x g x f x g x

f xf x
g x g x

→ → →

→ → →

→

→
→

+ = +

⋅ = ⋅

=

 

Последнее равенство справедливо при условии ( )
0

lim 0
x x

g x
→

≠ . 

►Для доказательства достаточно взять произвольную последователь-
ность { }nx  значений аргумента этих функций, сходящуюся к 0x , и воспользо-
ваться определением предела функции по Гейне и соответствующим свойством 
предела последовательности. ◄ 
Замечание. Все доказанные теоремы §3 справедливы и для 0x = ∞ . 
 
3.6. Пределы монотонной функции 
Теорема 3.3.6. Пусть функция ( )f x  определена на некотором промежутке 

,a b , причем на этом промежутке она монотонно возрастает. Тогда в каж-
дой внутренней точке этого промежутка 0x  существуют пределы этой 
функции слева и справа: ( ) ( )

0
00

lim 0
x x

f x f x
→ −

= −  и ( ) ( )
0

00
lim 0

x x
f x f x

→ −
= + , при-

чем ( ) ( ) ( )0 0 00 0f x f x f x− ≤ ≤ + . 
►Рассмотрим промежуток ( )0,a x . На этом промежутке функция будет 

ограничена сверху, так как ( )0,x a x∀ ∈  выполняется неравенство ( ) ( )0f x f x≤ . 
Следовательно, существует число 

( )
( )

0,
sup

x a x
M f x

∈
= . Докажем, что 

( )
0 0

lim
x x

M f x
→ −

= . 

По определению точной верхней границы имеем 
1)   ( ) ( )0, ,f x M x a x≤ ∀ ∈ , 
2)    0ε∀ >     ( )0,x a xε∃ ∈     ( )f x Mε ε> − . 

Тогда для всех значений  x, лежащих на промежутке ( )0,x xε , будет выполнять-
ся неравенство ( ) ( )M f x f x Mεε− < ≤ ≤ . Таким образом, по 0ε >  мы нашли 

0x xεδ = −  так, что, если взять значения x из δ  - окрестности точки 0x  и 0x x< , 
то соответствующие им значения функции попадут в ε - окрестность точки M . 
Мы доказали, что ( )0 0M f x= − , следовательно, ( ) ( )0 00f x f x− ≤ . 
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Аналогично доказывается, что существует ( )
( )

( )
0

0 ,
0 inf

x x b
f x f x

∈
+ =  и справедли-

во неравенство ( ) ( )0 0 0f x f x≤ + . ◄ 
 
Замечания 
1. Теорема справедлива и в случае, когда функция ( )f x  монотонно убыва-
ет. Тогда будет верным неравенство ( ) ( ) ( )0 0 00 0f x f x f x− ≥ ≥ + . 
2.  Если монотонная функция задана на замкнутом промежутке [ ],a b , то в 
точке a  существует правосторонний предел, а в точке b  - левосторонний. 
3. Теорема будет справедлива  и на открытом промежутке, конечном или 
бесконечном. Причем, если функция возрастает и ограничена сверху, то на 
правом конце промежутка существует ее конечный односторонний предел, 
если она возрастает и неограниченна, то ее левосторонний предел на этом 
конце равен +∞ . Если она возрастает и ограничена снизу, то на левом конце 
промежутка существует конечный предел и этот предел равен −∞ , если 
функция неограниченна. Аналогичное утверждение можно сформулировать и 
для убывающей функции.  
 
3.7. Бесконечно малые функции. Критерий существования предела 
Определение 3.3.1. Функция ( )xα  называется бесконечно малой в точке 0x , 
если ( )

0

lim 0
x x

xα
→

= . 

Очевидно, что для бесконечно малых функций выполняются те же свой-
ства, что и для бесконечно малых последовательностей. 
Свойство 1. Сумма конечного числа бесконечно малых в точке 0x  функций 
есть бесконечно малая функция. 
Свойство 2. Произведение бесконечно малой в точке 0x  функции на функцию, 
ограниченную в некоторой окрестности этой точки есть бесконечно малая в 
этой точке функция. 
Свойство 3. Пусть функция ( ) 0xα ≠ в некоторой окрестности точки 0x . То-
гда   ( )xα  будет бесконечно малой в точке 0x  тогда и только тогда, когда 

функция ( ) ( )
1x
x

σ
α

=  будет бесконечно большой в этой точке. 

Также как и для предела последовательности, справедлив следующий 
критерий того, что число A  будет пределом функции в точке 0x : 
Теорема 3.3.7. Для того чтобы число A  было пределом функции ( )f x  в точке 

0x  необходимо и достаточно, чтобы в некоторой окрестности точки 0x  
функцию можно было представить в виде ( ) ( )f x A xα= + , где ( )xα  - беско-
нечно малая в точке 0x  функция. 

Доказательство очевидно следует из любого из определений предела 
функции. 
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3.8. Критерий Коши 
 
Теорема 3.3.8. Для того чтобы функция ( )f x  имела конечный предел в точке 

0x  необходимо и достаточно, чтобы для любого 0ε >  можно было найти 

0δ >  так, что для любых двух значений x′  и x′′  из множества ( ) ( )0

o
U x D fδ ∩   

выполнялось неравенство ( ) ( )f x f x ε′ ′′− < . 
► Необходимость. Предположим, что функция ( )f x  в точке 0x  имеет 

предел, равный A . Тогда, взяв произвольное 0ε > , можно найти 0δ >  так, что, 

если ( ) ( )0

o
x U x D fδ∈ ∩ , то будет выполняться неравенство ( )

2
f x A ε

− < . 

Возьмем два значения x′  и x′′  из множества ( ) ( )0

o
U x D fδ ∩ . Тогда будет 

справедливо ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

f x f x f x A f x A ε ε ε′ ′′ ′ ′′− ≤ − + − < + = . 

Достаточность. Допустим, что выполнено условие, сформулированное в 
теореме, т.е. по 0ε >  можно найти 0δ >  так, что для любых двух значений x′  и 

x′′  из множества ( ) ( )0

o
U x D fδ ∩  будет выполняться неравенство 

( ) ( )f x f x ε′ ′′− < . 
Возьмем произвольную последовательность { }nx  значений аргумента 

функции, сходящуюся к 0x  ( )0nx x≠ . Тогда по найденному значению 0δ >  
можно указать номер 0n , начиная с которого все члены последовательности 

{ }nx  попадут в множество ( ) ( )0

o
U x D fδ ∩ , следовательно, для 0n n≥   и p∈  

будет выполнено неравенство ( ) ( )n p nf x f x ε+ − < . Последнее неравенство оз-

начает, что последовательность значений ( ){ }nf x  - сходящаяся (по критерию 
Коши для последовательности). 

Мы доказали, что если взять последовательность значений аргумента 
{ }nx , сходящуюся к 0x  ( 0nx x≠ ), то последовательность соответствующих зна-
чений функции будет сходящейся. По теореме 3.2.1 функция в точке 0x  имеет 
предел. ◄ 
 
Замечание. Теорема будет справедлива, если 0x = ∞  или, если 0x  - конечная 
точка, но рассматривается односторонний предел. 
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§4 Непрерывность функций 
В этом параграфе мы рассмотрим одно из самых важных свойств функ-

ций. 
 
4.1. Непрерывность функции в точке 
Определение 3.4.1. Пусть ( )0x D f∈  - предельная точка области определения 
функции ( )f x . Будем говорить, что функция ( )f x  непрерывна в точке 0x , 
если ( ) ( )

0
0lim

x x
f x f x

→
= . 

Таким образом, функция ( )f x  непрерывна в точке 0x , если 
1) существует значение ( )0f x ; 
2) существует ( )

0

lim
x x

f x
→

; 

3) предел функции в точке 0x  равен значению функции в этой точке: 
( ) ( )

0
0lim

x x
f x f x

→
= . 

Используя определения предела, это определение можно перефразиро-
вать на языке окрестностей (или " "ε δ− ) или на языке последовательностей: 

1. Функция ( )f x  будет непрерывной в точке ( )0x D f∈ , если для любой ок-
рестности ( )( )0U f xε  точки ( )0f x  можно найти окрестность ( )0U xδ  
точки 0x  так, что из условия ( ) ( )0x U x D fδ∈ ∩  следует 

( ) ( )( )0f x U f xε∈ . 
2. Функция ( )f x  будет непрерывной в точке ( )0x D f∈ , если для любой по-
следовательности { }nx  такой, что ( )nx D f∈  и 0lim nn

x x
→∞

= , будет вы-

полнено ( ) ( )0lim nn
f x f x

→∞
= . 

Если выполняется соотношение ( ) ( )
0

00
lim

x x
f x f x

→ +
=  или 

( ) ( )
0

00
lim

x x
f x f x

→ −
= , то говорят о непрерывности в точке 0x , соответственно, 

справа или слева. 
Сформулируем свойства непрерывных функций. 

Свойство 1. Если функция непрерывна в точке 0x , то она ограничена в неко-
торой окрестности этой точки. 
Свойство 2. Если для функций ( )f x  и ( )g x  в некоторой окрестности точки 

0x  выполняется неравенство ( ) ( )f x g x≤  и обе эти функции непрерывны в 
точке 0x , то ( ) ( )0 0f x g x≤ . 
Свойство 3. Если функция ( )f x  непрерывна в точке 0x  и ( )0 0f x > , то суще-
ствует окрестность этой точки такая, что для всех значений аргумента, 
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взятых из этой окрестности, будет справедливо неравенство ( ) 0f x > . (Ана-
логично, если ( )0 0f x < , то для всех значений аргумента, взятых из некоторой 
окрестности точки 0x , выполнено ( ) 0f x < ). 
 
Свойство 4. Если функции ( )f x  и ( )g x  непрерывны в точке 0x , то в этой 
точке будут непрерывны 

а) их сумма ( ) ( )f x g x+ ; 
b) их произведение ( ) ( )f x g x⋅ ; 

c) если ( )0 0g x ≠ , будет непрерывно их частное ( )
( )

f x
g x

. 

 
Замечание. Это свойство легко распространяется на сумму и произведение 
любого фиксированного числа компонент. 
 
Свойство 5. Для того чтобы функция ( )f x  была непрерывной в точке 

( )0x D f∈  необходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство 
( ) ( ) ( )0f x f x xα= + , где ( )xα  - бесконечно малая в точке 0x  функция. 

Свойства 1-5 очевидно следуют из свойств пределов функции. 
 
Свойство 6. Если функция ( )xϕ  определена в некоторой окрестности точки 

0x  и непрерывна в этой точке, а функция ( )f t  определена в окрестности точ-
ки ( )0 0t xϕ=  и непрерывна в ней, то в некоторой окрестности точки 0x  опре-
делена сложная функция ( )( )f xϕ , которая будет  непрерывна в точке 0x . 

► Возьмем 0ε >  и найдем 0σ >  такое, что ( ) ( )0U t D fσ ⊂  и если 

( )0t U tσ∈ , то ( ) ( )( )0f t U f tε∈ . Для найденного числа σ  можно указать число 

0δ >  такое, что если ( )0x U xδ∈ , то ( ) ( )0x U tσϕ ∈ . 
Отсюда следует, что если ( )0x U xδ∈ , то существует ( )( )f xϕ  и 

( )( ) ( )( )0f x U f tεϕ ∈ , а так как ( ) ( )( )0 0f t f xϕ= , это означает непрерывность 

функции ( )( )f xϕ  в точке 0x .◄ 
 

Замечание. Если в свойстве 6 предположить непрерывность функции ( )f t  и 
существование предела ( )

0
0lim

x x
x tϕ

→
= , при этом непрерывность ( )xϕ  не пред-

полагать,  то можно доказать, что ( )( ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f x f xϕ ϕ
→ →

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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4. 2. Точки разрыва 
 
Определение 3.4.2. Если точка 0x  является предельной точкой области ( )D f , 
но функция не является непрерывной в этой точке, то точка 0x  называется 
точкой разрыва функции ( )f x . 

Для исследования поведения функции вблизи точки разрыва полезно 
вспомнить, что предел функции в точке существует тогда и только тогда, когда 
существуют ее пределы справа и слева и они равны  между собой. Поэтому оп-
ределение 3.4.2 удобно сформулировать следующим образом: 
 
Определение 3.4.1(а). Функция ( )f x  непрерывна в точке 0x , если  
1) Существует значение ( )0f x ; 
2) Существуют односторонние пределы ( )

0 0
lim

x x
f x

→ −
 и ( )

0 0
lim

x x
f x

→ +
; 

3) Справедливо равенство ( ) ( ) ( )
0 0

00 0
lim lim

x x x x
f x f x f x

→ − → +
= = . 

Если нарушено хотя бы одно из условий 1) – 3), то точка 0x  будет точ-
кой разрыва функции ( )f x .  
 
Классификация точек разрыва функции 
a) Если односторонние пределы в точке 0x  существуют и равны между собой, 
но функция в этой точке не определена, или ( ) ( ) ( )

0 0
0 0 0

lim lim
x x x x

f x f x f x
→ − → +

≠ = , 

то точка 0x  называется точкой устранимого разрыва. 

Пример 1. ( )
24 1

2 1
xf x
x
−

=
−

, 0
1
2

x = .  

☺ Значение функции в точке 0
1
2

x =  не определено, но мы доказали в 

примере 1 §2, что 
2

1
2

4 1lim 2
2 1x

x
x→

−
=

−
. Значит 0

1
2

x =  - точка устранимого разрыва. 

Если ввести функцию ( )
( )

1

1, ,
2
12, ,
2

f x x
f x

x

⎧ ≠⎪⎪= ⎨
⎪ =
⎪⎩

 то эта функция будет непрерывной 

в точке 0
1
2

x = . ☻ 

Пример 2. ( ) 1sinf x x
x

= ⋅ , 0 0x = . 
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☺В точке 0 0x =  функция не определена, но 
0

1lim sin 0
x

x
x→

⎛ ⎞⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

, так как 

1sinx x
x

⋅ ≤ . Следовательно, функция 1

1sin , 0,

0, 0

x x
f x

x

⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

 будет непрерывной. 

☻ 
б) Если существуют конечные односторонние пределы, но они не равны между 
собой, то точка 0x , называется точкой разрыва первого рода или точкой ко-
нечного разрыва. 
 
Пример 3. ( ) 0sign , 0f x x x= = . 

☺ Как было доказано в примере 8 §2, 
0 0

lim sign 1
x

x
→ −

= −  и 
0 0

lim sign 1
x

x
→ +

= . 

Следовательно, точка 0 0x =  является точкой разрыва первого рода для функ-
ции ( ) signf x x= . Будем говорить, что в этой точке функция имеет скачок и 
величина скачка равна ( ) ( )0 00 0 2f x f x+ − − = . ☻ 
в) Если в точке 0x   хотя бы один конечный односторонний предел не сущест-
вует или существует и бесконечен, то эта точка называется точкой разрыва 
второго рода. 

Пример 4. ( ) 1sinf x
x

= , 0 0x = . 

☺ Как было доказано в примере 3 §2, 
0

1lim sin
x x→

 не существует (Из доказа-

тельства ясно, что не существуют и односторонние пределы). Поэтому эта точ-
ка является точкой разрыва второго рода. ☻ 

Пример 5. ( ) 02
1 , 1

1
f x x

x
= =

−
. 

☺ В примере 4 §2 было доказано, что 21

1lim
1x x→
= ∞

−
. Следовательно, точ-

ка 0 1x =  является точкой разрыва второго рода. В этом случае также говорят, 
что это точка бесконечного разрыва. ☻ 
 
4.3. Критерий непрерывности функции 

Возьмем точку ( )0x D f∈ , являющуюся предельной точкой области оп-
ределения ( )D f  и число x∆ , которое будем называть приращением аргумента, 
такое, чтобы ( )0x x x D f= + ∆ ∈ .  

Составим разность ( ) ( ) ( )0 0 0f x f x x f x∆ = + ∆ − , которую будем называть 
приращением функции в точке 0x , соответствующим приращению аргумента 

x∆ . 
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Теорема 4.4.1 (Критерий непрерывности функции в точке) 
Функция ( )f x  будет непрерывной в точке 0x  тогда и только тогда, ко-

гда ее приращение в этой точке будет стремиться к нулю, если приращение 
аргумента стремится к нулю. 

►Пусть функция ( )f x  непрерывна в точке 0x . Тогда в некоторой окре-
стности точки 0x  будет справедливо равенство ( ) ( ) ( )0 1f x f x xα= + , где ( )1 xα  
- бесконечно малая в точке 0x  функция. Обозначим 0x x x∆ = −  и ( ) ( )1x xα α∆ = . 
Следовательно, ( ) ( ) ( )0 0f x x f x xα+ ∆ = + ∆ , откуда 

( ) ( ) ( )0 0 0f x f x x f x∆ = + ∆ − =  ( )xα= ∆ - бесконечно малая функция при x∆ , 
стремящемся к нулю. 

Докажем обратное утверждение. Пусть ( )00
lim 0
x

f x
∆ →

∆ = . По критерию су-

ществования предела в точке получим ( ) ( )0f x xα∆ = ∆ , следовательно, 
( ) ( ) ( )0 0f x x f x xα+ ∆ = + ∆ . Если положить 0x x x+ ∆ =  и ( ) ( )1x xα α∆ = , то по-

следнее равенство примет вид ( ) ( ) ( )0 1f x f x xα= + , где функция ( )1 xα  - бес-
конечно малая при x , стремящемся к 0x , а это означает, что ( ) ( )

0
0lim

x x
f x f x

→
= , 

т.е. функция непрерывна в точке 0x . ◄ 
 
Пример 6. Функция ( )f x c=  - непрерывна в каждой точке вещественной оси.  
 ☺ Для доказательства достаточно составить приращение функции в про-
извольной точке: ( ) 0f x c c∆ = − = . Функция, тождественно равная нулю – бес-
конечно малая, следовательно, ( )f x c=  - непрерывна. ☻ 
 
Пример 7. Функция ( )f x x=  непрерывна в каждой точке. 

☺ Составим приращение функции ( ) ( )f x x x x x∆ = + ∆ − = ∆ . Если 
0x∆ → , то ( ) 0f x∆ → . ☻ 

 
Пример 8. Функция ( ) ,nf x x n= ∈  непрерывна в каждой точке веществен-
ной оси. 

☺ Это следует из предыдущего примера и теоремы о непрерывности 
произведения непрерывных функций. ☻ 
 
Теорема 4.4.2. Функция, заданная и монотонная на промежутке ,a b ,  

a b−∞ ≤ < ≤ +∞  может иметь не более чем счетное число точек разрыва пер-
вого рода. 

► Было доказано, что, если функция монотонна на некотором промежут-
ке, то в любой внутренней точке этого промежутка существуют ее пределы 
слева и справа, причем выполнено неравенство ( ) ( ) ( )0 0 00 0f x f x f x− ≤ ≤ + . 
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Отсюда следует, что, если точка 0x  является точкой разрыва функции, то это 
точка разрыва первого рода, и в этой точке хотя бы одно из этих неравенств – 
строгое. Допустим, что ( ) ( )0 00f x f x− <  и возьмем рациональное число, ле-

жащее на промежутке ( ) ( )( )0 00 ;f x f x− . Так как все такие промежутки не пе-
ресекаются, то числа, соответствующие точкам разрыва, будут разные. Множе-
ство таких рациональных чисел счетно, как подмножество множества всех ра-
циональных чисел. Следовательно, множество точек разрыва тоже будет счет-
но. ◄ 
 
4.4. Непрерывность функции на множестве 
Определение 3.4.3. Будем говорить, что функция ( )f x  непрерывна на мно-
жестве ( )G D f⊂ , если она непрерывна в каждой точке этого множества. 

При этом если [ ],G a b=  - отрезок, то функция должна быть непрерывна 
справа в точке a  и непрерывна слева в точке b . 
Теорема 4.4.3. Если функция ( )f x непрерывна на множестве G , и множество 
G  компактно, то множество ( )f G  - компактно. 

► Докажем, что множество ( )f G - замкнуто, т.е. содержит все свои пре-
дельные точки. Пусть 0y  - предельная точка множества ( )f G . Тогда существу-
ет последовательность различных точек { }ny  таких что n∀ ∈   ( )ny f G∈ , 

0ny y≠  и 0lim nn
y y

→∞
= . Рассмотрим прообраз этой последовательности 

{ }( )1
nf y− , который состоит из бесконечного множества точек nx G∈ . По тео-

реме     о компактном множестве в 1  можно выделить подпоследовательность 
{ }knx , сходящуюся к некоторой точке 0x G∈  (так как G  - замкнуто). Тогда, с 

одной стороны ( ) ( )0lim
knk

f x f x
→∞

= , так как функция ( )f x  непрерывна, с дру-

гой стороны ( ) 0lim lim
k kn nk k

f x y y
→∞ →∞

= = , так как { }kny  - подпоследовательность 

сходящейся к 0y  последовательности. Следовательно, ( )0 0y f x= , т.е. 
( )0y f G∈ . 
Теперь докажем ограниченность множества ( )f G . Так как функция 

( )f x  непрерывна в каждой точке множества G , то для каждой точки можно 
найти окрестность, в пределах которой функция будет ограничена. Рассмотрим 
систему этих окрестностей ( ){ },U x x G∈ . Очевидно, она образует открытое 
покрытие множества G  и в силу его компактности из нее можно выбрать ко-
нечный набор окрестностей, который также будет являться покрытием множе-
ства G . Пусть это будет система ( ) ( ) ( )1 2, ,... mU x U x U x , причем для 

( ), 1,2,...ix U x i m∈ =  выполняется неравенство ( )i im f x M≤ ≤ . Обозначим че-
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рез 
1
max ii m

M M
≤ ≤

=  и 
1
min ii m

m m
≤ ≤

= . Тогда на всем множестве G  будет выполняться 

неравенство ( )m f x M≤ ≤ . ◄ 
Следствиями из этой теоремы являются две теоремы Вейерштрасса: 

Теорема 4.4.4 (Первая теорема Вейерштрасса) 
Функция, непрерывная на отрезке ограниче-

на. 
Теорема 4.4.5 (Вторая теорема Вейерштрасса) 

Если функция непрерывна на отрезке, то на 
этом отрезке она достигает своих наибольшего и 
наименьшего значений. 

Первая из этих теорем очевидна, а вторая 
следует из замкнутости множества ( )f G . 
Замечание. Если условия теоремы 4.4.3 не выполнены, то функция может 
быть неограниченной. Некоторые случаи изображены на рисунках: 

 
 
Теорема 4.4.6 (Первая теорема Коши о промежуточном значении непре-
рывной на отрезке функции) 

Пусть функция ( )f x  непрерывна на отрезке [ ],a b  и на концах этого от-
резка принимает значения разных знаков. Тогда внутри отрезка найдется, по 
крайней мере, одна точка, в которой ( ) 0f x = . 

► Предположим, что такой точки не существует. Тогда для любого 
[ ],x a b∈  ( ) 0f x ≠  и, следовательно, у каждой точки промежутка найдется ок-

рестность, в пределах которой функция будет сохранять знак. Эти окрестности 
образуют открытое покрытие промежутка [ ],a b  и в силу компактности этого 
промежутка из него можно выделить конечное покрытие, т.е. конечный набор 
окрестностей ( ) ( ) ( )1 2, ,... mU x U x U x , 1 2 mx x x≤ ≤ ≤… , объединение которых со-
держит данный отрезок, и в каждой из которых все значения функции имеют 
один и тот же знак.  

Тогда допустив, что ( ) 0f a > , получим, что ( ) 0f x >  в ( )1U x , а так как 
окрестности ( )1U x  и ( )2U x  пересекаются, то ( ) 0f x >  и в ( )2U x . Таким обра-
зом, за конечное число шагов мы можем дойти до последней окрестности 
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( )mU x , которая содержит точку b , но в которой ( ) 0f x > , что противоречит 
тому, что в точке b  должно быть ( ) 0f b < . ◄ 
Следствие 1 (Вторая теорема Коши о промежуточном значении непрерыв-
ной на отрезке функции)  

Пусть функция ( )f x  непрерывна на отрезке [ ],a b  и 
[ ]

( )
,

max
x a b

A f x
∈

= , 

[ ]
( )

,
min

x a b
B f x

∈
= . Тогда для любого значения C  такого, что A C B< <  на проме-

жутке [ ],a b  найдется по крайней мере одна точка 0x , в которой ( )0f x C= . 
►Для доказательства достаточно взять функцию ( )f x C−  и применить к 

ней первую теорему Коши о промежуточном значении. ◄ 
 Замечание.  Данные теоремы часто применяются для доказательства суще-
ствования на заданном промежутке корней уравнений вида ( ) 0f x =  или 
( )f x C= . 

Пример 9. Рассмотрим уравнение 3 3 1 0x x− + = . 
☺ Обозначим ( )3 3 1x x f x− + = . Так как ( )0 1 0f = > , а ( )1 1 0f = − < , то 

можно утверждать, что на промежутке [ ]0,1  лежит по крайней мере один ко-
рень данного уравнения. ☻ 
Следствие 2. Если функция непрерывна на отрезке [ ],a b , то [ ]( ),f a b  - отре-
зок. 

Это следует из второй теоремы Вейерштрасса и второй теоремы Коши. 
Следствие 3  (Теорема об обратной функции) 

Пусть функция ( )f x  задана, строго возрастает и непрерывна на отрез-

ке [ ],a b , причем ( )f a c=  и ( )f b d= . Тогда существует функция ( )1f y− , об-
ратная к функции ( )f x , заданная и непрерывная на промежутке [ ],c d , кото-
рая также строго возрастает.  

►Так как ( )f x  возрастает, то 
[ ]

( ) ( ) ( )
[ ]

( )
, ,

min max
a b a b

f x c f a f b d f x= = < = = . 

Таким образом, по теореме Коши о промежуточном значении непрерывной 
функции, областью значений данной функции будет промежуток [ ],c d , т.е. для 
каждого [ ],y c d∈  уравнение ( )f x y=  имеет хотя бы одно решение. Чтобы до-
казать существование обратной функции, нужно доказать, что это решение 
единственно. 

Допустим, что это уравнение имеет два решения 1x  и 2x , причем 1 2x x< . 
В силу строгого возрастания функции получим неравенство ( ) ( )1 2f x f x< , ко-
торое противоречит тому, что ( ) ( )1 2f x f x y= = . Следовательно, наше предпо-
ложение неверно, уравнение ( )f x y=  имеет ровно одно решение, и на проме-

жутке [ ],c d  существует функция ( )1x f y−= , обратная к данной. 
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Докажем, что функция ( )1f y−  строго возрастает. Допустим противное, 
т.е. допустим, что существуют значения [ ]1 2, ,y y c d∈  такие, что 1 2y y< , но 

( ) ( )1 1
1 1 2 2x f y f y x− −= ≥ = . 

Тогда, используя монотонность функции ( )f x , получим неравенство 
( ) ( )1 1 2 2f x y y f x= ≥ = , которое противоречит неравенству 1 2y y< . Следова-

тельно, предположение неверно и обратная функция строго возрастает. 
Докажем непрерывность обратной функции. Сначала напомним, что об-

ластью значений обратной функции будет промежуток [ ],a b . Так как обратная 
функция монотонна, то в любой точке [ ]0 ,y c d∈  будет выполняться неравенст-

во ( ) ( ) ( )1 1 1
0 0 00 0f y f y f y− − −− ≤ ≤ + , и для доказательства непрерывности 

функции в точке 0y  нужно доказать, что последнее неравенство является ра-
венством.  

Допустим противное. Например, допустим, что ( ) ( )1 1
0 00f y f y− −− < . То-

гда никакое число из промежутка ( ) ( )( ) ( )1 1
0 00 ; ,f y f y a b− −− ⊂  не будет яв-

ляться значением функции, что противоречит тому, что любое число из проме-
жутка [ ],a b  является значением обратной функции. Теорема полностью дока-
зана. ◄ 
 
Замечания 
1. Теорема будет верна и в случае, когда функция ( )f x  строго убывает. 

Тогда ( )1f y−  тоже будет строго убывающей. 
2. Аналогично формулируется и доказывается теорема о существовании 
функции, обратной к монотонной и непрерывной функции, заданной на интер-
вале (конечном или бесконечном). 
 
Пример 10. Рассмотрим функцию ( ) nf x x= . 

☺ Если n  нечетно, то эта функция возрастает и непрерывна на всей ве-
щественной оси, причем ее область значений - . Следовательно, обратная к 
ней функция n y  существует на , непрерывна и монотонно возрастает. 

Если n  четно, то функция nx  будет возрастающей на промежутке [ )0,+∞  
и убывающей на промежутке ( ],0−∞ , причем ее область значений будет 

[ )0,+∞ . Существуют две обратные функции ( )1 nf y y−
+ = , ( ) [ )1 0,D f −+ = +∞ , 

( ) [ )1 0,E f −+ = +∞  и ( )1 nf y y−
− = − , ( ) [ )1 0,D f −− = +∞ , ( ) ( ]1 ,0E f −− = −∞ . Обе эти 

функции непрерывны, но первая возрастает, а вторая убывает. ☻ 
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4.5. Равномерная непрерывность 
 Рассмотрим функцию ( )f x , где x G X∈ ⊂ , X – некоторое метрическое 
пространство. 
Определение 4.4.4. Будем говорить, что функция ( )f x  равномерно непре-
рывна на множестве ( )G D f⊂ , если для любого числа 0ε >  можно найти 
число 0δ >  так, что для любых значений аргумента x′  и x′′ , принадлежащих 
множеству G , из неравенства ( ),x xρ δ′ ′′ <  будет следователь неравенство 

( ) ( )( ),f x f xρ ε′ ′′ < . 
Для вещественнозначной функции одной вещественной переменной рав-

номерная непрерывность на множестве G  будет означать, что по 0ε >  можно 
найти 0δ >  такое, что если x x δ′ ′′− < , то ( ) ( )f x f x ε′ ′′− <  для любых x′  и x′′ , 
принадлежащих множеству G . 

Отличие определения равномерной непрерывности от непрерывности на 
множестве состоит в том, что в определении равномерной непрерывности чис-
ло δ  зависит только от ε , тогда как в определении непрерывности функции в 
точке δ  зависит от ε  и от точки, для которой мы ищем окрестность. 

Пример 11.  Рассмотрим функцию ( ) 2
1

1
f x

x
=

+
 на множестве [ )0,+∞ . Дока-

жем, что на этом множестве данная функция будет равномерно непрерывна. 
☺ Возьмем произвольное число 0ε >  и два значения аргумента из про-

межутка [ )0,+∞  и составим разность  

( ) ( ) ( )( )
( )( )
( )( )

2 2

2 2 2 2 2 2
1 1

1 1 1 1 1 1
x x x xx xf x f x

x x x x x x

′′ ′ ′ ′′− +′′ ′−′ ′′− = − = =
′ ′′+ + ′ ′′ ′ ′′+ + + +

. 

Оценим модуль этой разности, используя неравенство между средним арифме-

тическим и средним геометрическим 
21

2
xx

⎛ ⎞+
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
:  

( ) ( ) 2 2
1 1
2 21 1

x xf x f x x x x x x x
x x
′ ′′⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′− ≤ + ⋅ − ≤ + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′′+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Отсюда следует, что, если взять δ ε= , то из неравенства x x δ′ ′′− <  будет сле-
довать неравенство ( ) ( )f x f x ε′ ′′− < , что и требовалось доказать. ☻ 

Пример 12. Пусть ( ) 2f x x=   и [ )0,G = +∞ . Отметим, что данная функция бу-
дет непрерывной в каждой точке данного промежутка. Докажем, что эта непре-
рывность не будет равномерной на G.  

☺ Возьмем два значения аргумента 1x n
n

′ = +  и x n′′ =  n∈ , которые бу-

дут принадлежать заданному промежутку. Тогда будет справедливо неравенст-
во 
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( ) ( ) 2 2 1 12 2f x f x x x n
n n
⎛ ⎞′ ′′ ′ ′′− = − = + >⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Следовательно, если взять 0 2ε = , то, какое бы число 0δ >  мы ни взяли, 

мы сможем найти число n∈  такое, что 1x x
n

δ′ ′′− = < , но при этом 

( ) ( ) 0f x f x ε′ ′′− > . Это означает, что равномерной непрерывности функции на 
данном промежутке нет. ☻ 
 
Теорема 4.4.7 (Кантора). Если функция непрерывна на компакте ( )G D f⊂ , 
то она равномерно непрерывна на нем. 

► Возьмем 0ε >  и, пользуясь непрерывностью функции на множества 
G , для каждой точки x  этого множества найдем окрестность ( )

x
U xδ  так, что 

если ( ) ( )
x

x U x D fδ∈ ∩ , то ( ) ( )( )
2

f x U f xε∈ . Тогда, если взять значения x′  и 

x′′  из множества ( ) ( )
x

U x D fδ ∩ , то будет выполняться неравенство 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , ,
2 2

f x f x f x f x f x f x ε ερ ρ ρ ε′ ′′ ′ ′′≤ + < + = . 

Теперь возьмем покрытие данного компакта ( )
2

x
U xδ
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 окрестностями 

каждой точки радиуса 2
xδ  и выделим из этой системы конечное покрытие. 

Пусть это будут окрестности ( ) ( ) ( )
1 21 2

2 2 2
, ,...,

m mU x U x U xδ δ δ  точек 1 2, ,..., mx x x .  

Положим 1 2min , ,...,2 2 2
mδδ δδ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 и возьмем два значения аргумента 

функции x′  и x′′  из множества G  таких, чтобы ( ),x xρ δ′ ′′ < . Найдем окрест-

ность ( )
2

k kU xδ , в которую попадает точка x′ , т.е. ( ),
2
k

kx x δρ ′ < . Тогда 

( ) ( ) ( ), , ,
2
k

k k kx x x x x x δρ ρ ρ δ δ′′ ′′ ′ ′≤ + < + ≤ . Это означает, что точки x′  и x′′  ле-

жат в одной и той же окрестности точки kx  радиуса kδ . А тогда, по доказанно-
му выше, получим ( ) ( )( ),f x f xρ ε′ ′′ < . ◄ 

По доказанной теореме, функция ( ) 2f x x=  будет равномерно непрерыв-
ной на любом конечном промежутке [ ]0,a , но, как мы видели, не будет равно-
мерно непрерывной на бесконечном луче [ )0,+∞ . 
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§5 Элементарные функции и их непрерывность 
В этом параграфе мы изучим конкретные функции и получим ряд замеча-

тельных пределов, которые понадобятся нам на практике. 
 
5.1. Определения 
Определение 3.5.1. Простейшими функциями будем называть следующие 
функции: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1. 9. th

2. , 10. cth

3. sin 11. , 0, 1

4. cos 12. log , 0, 1

5. tg 13. arcsin

6. ctg 14. arccos

7. sh 15. arctg

8. ch 16. arcctg

x

a

f x c f x x

f x x f x x

f x x f x a a a

f x x f x x a a

f x x f x x

f x x f x x

f x x f x x

f x x f x x

α α

= =

= ∈ =

= = > ≠

= = > ≠

= =

= =

= =

= =

 

Замечание. Не все простейшие функции были точно определены в школе. По-
этому мы дадим далее определения таких операций. 
 
Определение 3.5.2. Элементарными функциями будем называть функции, 
образованные из простейших функций с помощью конечного числа арифмети-
ческих действий и конечного числа композиций функций. 

Если мы докажем, что каждая простейшая функция непрерывна на своей 
области определения, то по свойствам непрерывных функций получим, что лю-
бая элементарная функция непрерывна на своей области определения. 
 
5.2. Исследование простейших функций 
 
1) Непрерывность функции ( )f x c=  мы 
уже доказали (пример 6 §4). 
2) Рассмотрим функцию ( )f x xα= . 

Уже определена и доказана непрерыв-
ность функций ( ) nf x x=  и ( ) nf x x= , 
n∈  (примеры 8 и 10 §4). Если α  - целое 

отрицательное число, то 1
nx

x
α = , где 

n α= − ∈ . Эта функция определена  и не-
прерывна на множестве { }\ 0 .    
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Если α ∈ , то , , , 2
m n mnx x x m n nα = = ∈ ∈ ≥ .  

Таким образом, функция ( )f x xα=  определена при α ∈  и непрерывна, 
как композиция непрерывных функций во всех точках, где она определена. Пе-
речислим основные свойства степени с рациональным показателем (при 

, 0x y > ): 

 
  
1. 1 2 1 2x x xα α α α+⋅ = ;   

2. ( ) 2
1 1 2x x
αα α α⋅= ;  3. ( )

( )
xx

y y

α α

α
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  4. Если 1, 0x α> > , то 1xα > ; 

5. Если 1x >  и 1 2α α> , то 1 2 0x xα α> >  и, если 0 1x< <  и 1 2α α> , то 
1 20 x xα α< < . 
Эти свойства легко доказываются на основании свойств степени с целым 

показателем  и свойств арифметических корней. 
Для иррациональных показателей определение степени введем позже. 

3) Рассмотрим теперь показательную функцию ( ) , 0, 1xf x a a a= > ≠ . 
Из предыдущего пункта ясно, что эта функция сейчас определена только 

для x∈ . Докажем два свойства этой функции. 
Свойство 1. Функция ( ) ( ),xf x a D f= =  непрерывна в точке 0. 

► Используя определение непрерывности на языке последовательности, 
докажем, что если , 0n n n

r r
→∞

∈ → , то 1nra → . 

В  примере 16 §1 и §2 главы 2 было доказано, что lim 1n
n

a
→∞

= . 

Допустим, сначала, что 1a > . Возьмем 0ε > . Тогда можно найти номер 

0k ∈  такой, что будут выполняться неравенства 0
1

0 1ka ε< − <  и 

0
1

0 1 ka ε
−

< − < . Из этих неравенств, используя монотонность степени с рацио-

нальным показателем, получим 0 0
1 1

1 1k ka aε ε
−

− < < < + . 
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Так как 0nr →  при n →∞ , то можно найти номер 0n , начиная с которого 

будет выполняться неравенство 
0

1
nr k
< . Тогда для этих же членов последова-

тельности { }nr  будет справедливо 0 0
1 1

1 1nk r ka a aε ε
−

− < < < < + , а это означа-

ет, что lim 1nr

n
a

→∞
= .  

Очевидно, что при 0 1a< < , доказательство останется верным, изменятся 
лишь знаки неравенств, написанных на основании монотонности функции. ◄ 
 
Свойство 2. Если последовательность { }nr  рациональных чисел сходится, то 

последовательность { }nra  тоже сходится. 

►Воспользуемся критерием сходимости Коши. Возьмем 0ε >  и дока-
жем, что последовательность nra  фундаментальна. Для этого рассмотрим 

1n m m n mr r r r ra a a a −− = − . 

Опять предположим, для определенности, что 1a > .  
Так как последовательность { }nr  сходится, то она ограничена. Допустим, 

что nc r d≤ ≤ . Тогда по монотонности степени с рациональным показателем 
будет верным неравенство nrc da a a≤ ≤ .  

Так как 
0

lim 1,r

r
a r

→
= ∈ , то по заданному ε  можно найти 0δ >  такое, что 

из неравенства r δ<  будет следовать 1r
da

a
ε− < . Последовательность nr  

сходится, следовательно, она сходится в себе и по найденному числу δ  можно 
найти такой номер 0n , что если 0n n≥  и 0m n≥ , то n mr r δ− <  и, следовательно, 
для этих членов последовательности будет выполняться неравенство 

1n mr r
da

a
ε− − < . Тогда для этих же членов последовательности будет справед-

ливо 1n m m n mr r r r r d
da a a a a

a
ε ε−− = − < = . 

Для случая 0 1a< <  доказательство аналогично. ◄ 
Теперь можно определить степень числа , 0, 1a a a> ≠  с произвольным 

вещественным показателем. 
Определение 3.5.3. Пусть x  - произвольное вещественное число и { }nr  - после-
довательность рациональных чисел, сходящаяся к x . Тогда положим 

lim nrx

n
a a

→∞
= . 

Замечания 
1. Последовательность рациональных чисел, сходящаяся к вещественному 
числу x , всегда существует, так как каждое вещественное число является 
предельной точкой множества рациональных чисел. 
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2. Так как последовательность { }nra  сходится, какова бы ни была сходя-

щаяся к x  последовательность { }nr , то lim nr

n
a

→∞
 не будет зависеть от последо-

вательности { }nr (теорема 3.2.1) . 

Таким образом, определена функция ( ) , 0, 1xf x a a a= > ≠ , где x∈ . 
Сформулируем и докажем свойства показательной функции. 

 
Свойство 1. Для любых вещественных чисел 1x  и 2x  справедливо равенство 

 1 2 1 2x x x xa a a +⋅ = . 
► Пусть { }nr′  и { }nr′′  - последовательности рациональных чисел такие, что 

при n →∞  выполняется: 1nr x′ →  и 2nr x′′→ . Тогда 1 2n nr r x x′ ′′+ → +  и 
1lim nr x

n
a a′

→∞
= , 2lim nr x

n
a a′′

→∞
= , 1 2lim n nr r x x

n
a a′ ′′+ +

→∞
= . 

Требуемое равенство получим, переходя к пределу в равенстве 
1 2 1 2r r r ra a a′ ′′ ′ ′′+⋅ = . ◄ 

Следствие. Для любых вещественных чисел 1x  и 2x  справедливо равенство 
1

1 2

2

x
x x

x
a a
a

−= . 

Свойство 2. Для любого вещественного x  выполняется неравенство 0xa > . 
► Допустим, что 1a >  и найдем r  - рациональное число такое, что x r> . 

Возьмем { }nr  - последовательность рациональных чисел, сходящуюся к x . То-
гда, начиная с некоторого номера, будет выполняться неравенство nr r>  и, сле-
довательно, будет верным неравенство nr ra a> . Переходя к пределу в послед-
нем неравенстве, получим 0x ra a≥ > . 

Если 0 1a< < , то аналогичные рассуждения можно провести для основа-

ния степени, равного 1
a

. ◄ 

Свойство 3. Функция ( ) , 1xf x a a= >  строго возрастает и функция 

( ) , 0 1xf x a a= < <  строго убывает. 
► Допустим, что 1a > , и возьмем два вещественных числа 1x  и 2x  таких, 

что 1 2x x< . Найдем какие-нибудь рациональные числа 1r  и 2r  так, чтобы вы-
полнялось неравенство 1 1 2 2x r r x< < <  и возьмем последовательности рацио-

нальных чисел ( ){ }1
nr , сходящуюся к 1x , и ( ){ }2

nr , сходящуюся к 2x . Тогда мож-

но найти номер, начиная с которого будут выполняться неравенства ( )1
1nr r<  и 

( )2
2 nr r< . По монотонности показательной функции с рациональным показате-

лем для этих значений n  будет верным неравенство 
( ) ( )1 2

1 2n nr rr ra a a a< < < . 
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Тогда, переходя к пределу в последнем неравенстве, получим 
1 1 2 2x r r xa a a a≤ < ≤ , откуда следует требуемое. 

Для доказательства этого свойства при 0 1a< <  можно применить дока-

занное к основанию 1
a

 и воспользоваться свойствами неравенств. ◄ 

Свойство 4. Функция ( ) , 0, 1xf x a a a= > ≠  непрерывна на . 
► Предположим, для определенности, что 1a > . 
Докажем сначала, что функция xa  непрерывна в нуле. Возьмем произ-

вольную последовательность вещественных чисел { }nx , сходящуюся к нулю. 

Тогда для каждого n∈  можно найти рациональные числа ( )1
nr  и ( )2

nr  такие, 

что ( ) ( )1 21 1
n n n n nx r x r x

n n
− < < < < + . Тогда обе последовательности ( ){ }1

nr  и ( ){ }2
nr  

стремятся к нулю, и, следовательно, по непрерывности в нуле показательной 

функции с рациональным показателем будет выполнено 
( ) ( )1 2

lim lim 1n nr r

n n
a a

→∞ →∞
= = . 

С другой стороны, по монотонности показательной функции получим не-

равенство 
( ) ( )1 2
n n nr x ra a a< < , откуда по теореме о сжатой переменной получим 

lim 1nx

n
a

→∞
= . Непрерывность в нуле доказана. 

Теперь возьмем произвольную точку 0x  и докажем, что функция xa  не-
прерывна в этой точке. Найдем приращение функции в этой точке: 

( ) ( )0 0 0
0 1x x x x xf x a a a a+∆ ∆∆ = − = − . Так как 

0
lim 1x

x
a∆

∆ →
= , а 0xa  - константа (не за-

висит от x∆ ), то по теореме о пределе произведения двух функций получим 
( )00

lim 0
x

f x
∆ →

∆ = , т.е. показательная функция непрерывна в произвольной точке 

0x . ◄ 
Свойство 5. Для любых вещественных 1x  и 2x  выполняется равенство 

( ) 2
1 1 2

xx x xa a ⋅= . 
► Проведем доказательство в два этапа. Сначала предположим, что 

2x r=  - рациональное число. Возьмем { }nr  - последовательность рациональных 

чисел, сходящуюся к 1x . Тогда ( ) 1n n
rr r r x ra a a= →  при n →∞ . С другой сторо-

ны, 1nr x
ns a a= →  и ( ) ( )1

rr x
ns a→  по непрерывности степенной функции с ра-

циональным показателем. Следовательно, ( )1 1
rx x ra a= . 

Теперь докажем это свойство для любых вещественных значений 1x  и 2x . 
Пусть { }nρ  - последовательность рациональных чисел, сходящаяся к 2x . Тогда, 
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по доказанному в первой части, получим ( ) 11
n

nxxa a
ρ ρ= . По определению степе-

ни имеем: ( ) ( ) 2
1 1lim n xx x

n
a a

ρ

→∞
=  и 1 1 2lim nx x x

n
a aρ

→∞
= . Отсюда ( ) 2

1 1 2
xx x xa a ⋅= . ◄ 

 
Свойство 6. Если 1a > , то lim x

x
a

→+∞
= +∞  и lim 0x

x
a

→−∞
= , и если 0 1a< < , то 

lim 0x

x
a

→+∞
=  и lim x

x
a

→−∞
= +∞ . 

► Допустим, что 1a >  и x →+∞ . 
Пусть [ ]n x=  - целая часть числа x . Тогда по доказанному в (пример 18 

§1 главы 2) будет существовать номер, начиная с которого будет выполнено 

неравенство 1n
n
a

< , т. е. неравенство na n> . Следовательно, x na a≥ → +∞  при 

x →+∞ . 
Все остальные утверждения этого свойства следуют из доказанного. ◄ 

 
Следствие. Областью изменения показательной функции является множество 
( )0,+∞ . 
 
4) Логарифмическая функция 

Функция ( ) , 0, 1xf x a a a= > ≠  строго монотонна и непрерывна. Следо-
вательно, существует обратная к ней функция, которая называется логарифми-
ческой и обозначается loga x . Эта функция определена на промежутке ( )0,+∞ , 
непрерывна и строго возрастает, если 1a >  и убывает, если 0 1a< < . Множест-
во ее значений – вся числовая прямая.  

Если a e= , то логарифм по такому основанию называют натуральным и 
обозначают ln x . 
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5) Степенная функция (вещественный показатель) 
Пусть α  - произвольное вещественное число. Положим ln xx eα α= . Такая 

функция определена на множестве ( )0,+∞ , непрерывна, как композиция непре-
рывных функций и возрастает, если 0α > , и убывает, если 0α < . 
 
6) Показательно-степенная функция 

Функция ( )( ) ( ) ( ) ( )lnv x v x u xu x e= , определенная на множестве, где ( ) 0u x > , 
называется показательно-степенной функцией. Если ( )u x  и ( )v x  непрерыв-
ны, то такая функция непрерывна на области своего определения, как компози-
ция непрерывных функций. 
 
 
7) Гиперболические функции и обратные к ним 

Функции  

ch
2

x xe ex
−+

=  и sh
2

x xe ex
−−

=  

называют, соответственно, гиперболическими косинусом 
и синусом. Эти функции определены на всей веществен-
ной оси и непрерывны на ней, причем косинус – функция 
четная, а синус – функция нечетная. 

 
Из определения этих функций следуют формулы: 

2 2

2 2

ch sh 1,

ch 2 1 2sh 2ch 1,
sh 2 2sh ch .

x x

x x x
x x x

− =

= + = −
= ⋅

 

По аналогии с тригонометрическим функциями оп-
ределяют гиперболические тангенс и котангенс:  

shth
ch

xx
x

=  и chcth
sh

xx
x

= . 

Функция th x  определена на всей вещественной оси, а функция cth x  оп-
ределена для всех вещественных чисел x , кроме 0x = . Каждая из этих функций 
непрерывна на своей области определения. 
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Элементарными методами довольно трудно исследовать монотонность 
этих функций, поэтому для доказательства существования обратных функций 
рассмотрим для каждой из этих функций разрешимость уравнения ( )y f x=  от-
носительно переменной x . 

Сначала решим уравнение shy x=  или 
2

x xe ey
−−

= . После преобразова-

ний получим 2 2 1 0x xe ye− − = , откуда 2 1xe y y= ± + . 
Из этих двух уравнений только одно, а именно то, в 
котором радикал берется со знаком «плюс», имеет ре-

шение ( )2ln 1x y y= + + . Производя замену обозна-

чений, получим ( )2arsh ln 1 ,x x x x= + + ∈  (чита-

ется ареа-синус) – обратная функция к функции sh x . 
Теперь попытаемся решить уравнение chy x=  

или 
2

x xe ey
−+

= . Заметим сначала, что 1y ≥ . Из 

квадратного уравнения 2 2 1 0x xe ye− + =  получим 
2 1xe y y= ± − . Очевидно, что оба корня квадратно-

го уравнения подходят. Таким образом, получим две 
обратные функции: 

( )2arch ln 1 , 1x x x x+ = + − ≥ , обратная к ch , arch 0x x+ ≥  и 

( )2arch ln 1 , 1x x x x− = − − ≥ , обратная к ch , arch 0x x− ≤ . 

 
Прежде чем искать функции обратные к th x  и cth x , 

отметим, что область изменения th x  - множество ( )1,1− , а 
область изменения cth x  - множество ( ) ( ), 1 1,−∞ − ∪ +∞ . 

Решая уравнение 
x x

x x
e ey
e e

−

−
−

=
+

, получим 

1 1ln
2 1

yx
y

+
=

−
, и из уравнения 

x x

x x
e ey
e e

−

−
+

=
−

 получим 

1 1ln
2 1

yx
y
+

=
−

, откуда следует 
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1 1arth ln , 1
2 1

xx x
x

+
= <

−
 и 

1 1arcth ln , 1
2 1

xx x
x
+

= >
−

. 

8) Тригонометрические функции были достаточно хорошо определены в шко-
ле, и мы будем считать, что эти определения хорошо известны. Выведем не-
сколько полезных свойств тригонометрических функций. 

Свойство 1. sin tgx x x< <  при 0
2

x π
< < , sin tgx x x≤ ≤  при ,

2 2
x π π⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 и 

sin x x≤  при любом x.  
►Рассмотрим на тригонометрической окружности угол x , лежащий в 

первой четверти (изображено на рисунке). Пусть дуга 1O M  равна x . Построим 
линию тангенсов и отложим на ней точку N  такую, что 1 tgO N x= . Рассмотрим 
треугольники 1OMO , 1ONO  и сектор 1OMO . Очевидно, что площади этих фигур 
связаны неравенством: 

1 1 1OMO cekmOMO ONOS S S< < .  
Так как эти площади равны, соответственно: 

1

21 1sin sin
2 2OMOS R x x= = ; 

1

21 1
2 2cekmOMOS R x x= =    и  

1 1 1
1 1 tg
2 2ONOS OO O N x= ⋅ = , то из неравенст-

ва между площадями получим неравенство  

sin tg , 0
2

x x x x π
< < < < .     (*) 

Используя нечетность функций sin x  и 

tg x , получим, что если 0
2

xπ
− < < , то выполнено неравенство 

sin tgx x x− < − < −  или sin tgx x x< < . Тогда, очевидно, что, если 

,
2 2

x π π⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, то справедливо неравенство 

sin tgx x x≤ ≤         (**) 
и x∀ ∈  имеет место неравенство sin x x≤ . ◄ 
 
Свойство 2. Тригонометрические функции непрерывны на своих областях оп-
ределения.  

►Рассмотрим приращение функции sin x : 

( ) ( )sin sin 2sin cos
2 2
x xf x x x x x∆ ∆⎛ ⎞∆ = + ∆ − = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 
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Используя неравенство (**) и то, что cos 1
2
xx ∆⎛ ⎞+ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
, получим 

( ) 2
2
xf x x∆

∆ ≤ ⋅ = ∆ . Отсюда следует, что, если 0x∆ → , то ( ) 0f x∆ → . 

Аналогично получается неравенство 

( )cos cos 2sin sin
2 2
x xx x x x x∆ ∆⎛ ⎞+ ∆ − = + ≤ ∆⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

из которого следует непрерывность функции cos x .  
Функции tg x  и ctg x  непрерывны в точках, где они существуют, как ча-

стные непрерывных функций.◄ 
 
Свойство 3 (Первый замечательный предел) 

0

sinlim 1
x

x
x→

= . 

►Считая, что 0x ≠ , разделим каждый член неравенства (**) на sin x  и 

получим 11
sin cos

x
x x

< <  или ( )sin1 cos , , , 02 2
x x x x

x
π π> > ∈ − ≠ . Так как 

все функции в последнем неравенстве положительны, то модуль можно убрать 

и получить sin1 cosx x
x

> > . Если устремить x  к нулю, то cos x  будет стремить-

ся к 1 (по непрерывности функции cos x ). Следовательно, по теореме о сжатой 

переменной будет иметь место равенство 
0

sinlim 1
x

x
x→

= , которое обычно называ-

ют первым замечательным пределом. ◄ 
 
9) Обратные тригонометрические функции 

Рассмотрим функцию ( ) sinf x x= , 

,2 2x π π⎡ ⎤∈ −⎣ ⎦ . Известно, что такая функ-

ция строго возрастает и непрерывна, сле-
довательно, она имеет обратную, которая 
также будет возрастать и будет непрерыв-
ной и которая обозначается 

[ ]arcsin , 1,1x x∈ − . 
Аналогично, функцией arccos x ,  

[ ]1,1x∈ − будем называть функцию, обрат-
ную к функции [ ]cos , 0,x x π∈ . Эта функ-
ция будет непрерывной и строго убываю-
щей. 
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Функцией arctg ,x x∈  будем называть функцию, обратную к функции 

( )tg , ,2 2x x π π∈ − , а функцией arcctg ,x x∈  - функцию, обратную к функции 

( )ctg , 0,x x π∈ . Эти функции непрерывны и монотонны. 
 В заключении отметим два полезных равенства с обратными тригоно-

метрическими функциями. 

1. arcsin arccos
2

x x π
+ =  

2. arctg arcctg
2

x x π
+ = . 

 

  
 

►Докажем первое равенство. Докажем, что arccos arcsin
2

x xπ
− = . Оче-

видно, ( )sin arccos cos arccos
2

x x xπ⎛ ⎞− = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и arccos
2 2 2

xπ π π
− ≤ − ≤ . Отсюда 

arccos arcsin
2

x xπ
− = . 

Второе равенство доказывается аналогично. ◄ 

 

5.3. Некоторые важные пределы 

Выше мы доказали, что 
0

sinlim 1
x

x
x→

= . Рассмотрим еще несколько важных 

пределов. 
1).  Второй замечательный предел 

( )
1

0
lim 1 x
x

x e
→

+ = . 

► В теореме 2.4.1. было доказано, что для любой бесконечно малой чи-

словой последовательности { }nx  будет верно равенство ( )
1

lim 1 nx
nn

x e
→∞

+ = . То-

гда требуемое утверждение следует из определения предела по Гейне. ◄ 

2).       ( )
0

ln 1
lim 1
x

x
x→

+
= . 
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► Функция ( )ln 1 x
x
+

 не определена в точке 0x = , но мы можем исполь-

зовать свойство сложной функции при условии, что ( )f t  непрерывна: 

( )( ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

f g x f g x
→ →

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Используя непрерывность логарифмической функции, получим 
( ) ( ) ( )

1 1

0 0 0

ln 1
lim lim ln 1 ln lim 1 ln 1x x
x x x

x
x x e

x→ → →

+ ⎛ ⎞= + = + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. ◄ 

 

Следствие. ( )
0

log 1 1lim
ln

a
x

x
x a→

+
= . 

► ( ) ( ) ( )
0 0 0

log 1 ln 1 ln 11 1lim lim lim
ln ln ln

a
x x x

x x x
x x a a x a→ → →

+ + +
= = ⋅ = . ◄ 

 
 

3).       
0

1lim 1
x

x

e
x→

−
= . 

► Пусть 1xe y− = . Тогда ( )ln 1x y= + . Заметим также, что утверждение 

0x →  равносильно утверждению 0y → . Поэтому 
( )0 0

1lim lim 1
ln 1

x

x y

e y
x y→ →

−
= =

+
. 

◄ 
 

Следствие. 
0

1lim ln , 0, 1
x

x

a a a a
x→

−
= > ≠ . 

► 
ln

0 0 0

1 1 1lim lim ln ln lim ln
ln

x x a y

x x y

a e ea a a
x x a y→ → →

⎛ ⎞− − −
= ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Здесь положено 

0
ln 0

x
y x a

→
= → . ◄ 

 

4).      ( )
0

1 1
lim

s

x

x
s

x→

+ −
= . 

►
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )ln 1 ln 1

0 0 0 0

1 1 ln 1 ln 11 1lim lim lim lim
ln 1 ln 1

s s x s x

x x x x

x s x xe es s
x s x x s x x

+ +

→ → → →

⎛ ⎞+ − + +− −
= ⋅ = ⋅ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

. 

◄ 
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§ 6 Сравнение функций. Символы Ландау 
6.1. Сравнение функций 
Определение 3.6.1. Пусть функции ( )f x  и ( )g x  определены в некоторой про-

колотой окрестности ( )0

o
U x  точки 0x . Будем говорить, что функция 

( ) ( )( )f x O g x=  (читается: функция ( )f x  есть О большое от функции ( )g x ) 
при x , стремящемся к 0x , если существует функция ( )h x , определенная в той 

же окрестности точки 0x  такая, что ( )0

o
x U x∀ ∈  выполняется равенство 

( ) ( ) ( )f x h x g x= ⋅  и ( )h x C≤ . 

Пример 1. ( )2x x O x+ =  при 0x → . 

 ☺ ( )2 1 2x x x x+ = +  и в окрестности нуля функция ( ) 1 2h x x= +  

ограничена. ☻ 
Пример 2. ( )2x x O x+ =  при x →∞ . 

 ☺ 12 2x x x
x

⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. При x →∞  сумма 12
x

+  будет ограниченной.☻ 

Пример 3. ( )1sinx O x
x
=  при 0x → . 

☺ ( ) 1sinh x
x

=  ограничена. ☻ 

Замечание. Равенство ( ) ( )1f x O=  при 0x x→  означает, что функция ( )f x  
ограничена в некоторой проколотой окрестности точки 0x . 

Если ( ) ( )( )f x O g x=  и ( ) ( )( )g x O f x=  при 0x x→ , то говорят, что 
функции ( )f x  и ( )g x  одного порядка. 

Теорема 3.6.1. Если существует конечный, не равный нулю предел ( )
( )0

lim
x x

f x
g x→

, 

то функции ( )f x  и ( )g x  одного порядка при 0x x→ . 

► Обозначим ( ) ( )
( )

f x
h x

g x
= . Так как существует конечный предел 

( )
( )0

lim
x x

f x
g x→

, то в некоторой проколотой окрестности точки 0x  функция ( )h x  ог-

раничена. ◄ 
Определение 3.6.2. Пусть функции ( )f x  и ( )g x  определены в некоторой про-

колотой окрестности ( )0

o
U x  точки 0x . Будем говорить, что функция ( )f x  
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есть бесконечно малая по сравнению с функцией ( )g x  при 0x x→ , если суще-
ствует функция ( )h x , определенная в той же окрестности точки 0x  такая, 

что ( )0

o
x U x∀ ∈  выполняется равенство ( ) ( ) ( )f x h x g x= ⋅  и ( )

0

lim 0
x x

h x
→

= . 

Если данное определение выполнено, то пишут: ( ) ( )( ) 0,f x o g x x x= →  
(читается: ( )f x  есть о малое от ( )g x  при x , стремящемся к 0x ). 

Если ( )g x  бесконечно малая, то ( )f x  тоже бесконечно малая и говорят, 
что ( )f x  бесконечно малая более высокого порядка, чем ( )g x . 

Пример 4. ( )2 32 ,x x o x x+ = →∞ . 

Пример 5. ( )2 , 0x o x x= → . 

Пример 6. ( )2 1sin sin , 0x o x x
x

⋅ = → . 

Замечание. Символы ( )( )O g x  и ( )( )o g x  при 0x x→  означают не конкретную 

функцию, а класс функций и равенство ( ) ( )( )f x o g x=  означает только, что 

функция ( )f x  принадлежит этому классу. Например, запись ( )2x o x=  озна-

чает, что 2x  при 0x →  является бесконечно малой функцией более высокого 
порядка, по сравнению с функцией x . 

Поэтому равенство ( ) ( )( )f x o g x=  нельзя понимать как обычное равен-
ство, в частности нельзя читать это равенство справа налево. 
Пример 7. Утверждение ( )( ) ( )( )o f x O f x=  - верно, а ( )( ) ( )( )O f x o f x=  - не-
верно. 

Символы O  и o  были введены академиком Ландау и их называют симво-
лами Ландау. 

Отметим несколько важных для нас свойств символа o  (будем считать, 
что 0x x→ ). 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )

1

1

, ,

,

,

,

k m k m

k k

k k

k
k

o Cf o f o f o f o f k m

C o f o f f o f o f k

o f o f o f o f o f k

o f
o o f o f o f k

f
o f o f o f

+

+

−

= ⋅ = ∈ ∈

⋅ = ⋅ = ∈

+ = = ∈

= = ∈

+ =

1. 6.

2. 7.

3. 8.

4. 9.

5.

 

►Докажем, например, четвертое из этих свойств. 
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Возьмем какую-нибудь функцию ( ) ( )( )g x o o f=  и какую-нибудь функ-
цию ( ) ( )1g x o f= . Это означает, что в некоторой проколотой окрестности точ-
ки 0x  выполнены соотношения ( ) ( ) ( )1g x x g xα= ⋅  и ( ) ( ) ( )1g x x f xβ= ⋅ , где 

( ) ( )
0 0

lim lim 0
x x x x

x xα β
→ →

= = . Тогда ( ) ( ) ( )( ) ( )g x x x f xα β= ⋅ ⋅ , где 

( ) ( ) ( ) 0h x x xα β= ⋅ → , что означает, что ( ) ( )g x o f= . 
Остальные свойства доказываются аналогично. ◄ 

 
 
6.2. Эквивалентность функций 
Определение 3.6.3. Пусть функции ( )f x  и ( )g x  определены в некоторой про-

колотой окрестности ( )0

o
U x  точки 0x . Будем говорить, что функция ( )f x  

эквивалентна функции ( )g x  при 0x x→ , если существует функция ( )h x , оп-

ределенная в той же окрестности точки 0x  такая, что ( )0

o
x U x∀ ∈  выполня-

ется равенство ( ) ( ) ( )f x h x g x= ⋅  и ( )
0

lim 1
x x

h x
→

= . 

Эквивалентные функции обозначают символом f g∼  при 0x x→ . 
Замечания 
1. Эквивалентные функции являются функциями одного порядка. 
2. Отношение эквивалентности обладает свойствами  
                                      a) f f∼  (рефлексивность); 

б) f g g f⇔∼ ∼  (симметричность); 
        в) ,f g g h f h⇒∼ ∼ ∼  (транзитивность). 

Используя пределы, найденные в §5, запишем таблицу некоторых эквива-
лентных функций, которая нам понадобится для вычисления различных преде-
лов. При 0t →  выполнены соотношения 

( )

( )

( )
2

sin 1

arcsin 1 ln
tg ln 1

arctg log 1
ln

1 cos 1 1
2

t

t

a

s

t t e t

t t a t a
t t t t

tt t t
a

tt t st

−

−

+

+

− + −

∼ ∼

∼ ∼
∼ ∼

∼ ∼

∼ ∼

 

Доказательства этих соотношений предоставляем читателю.  
 
Теорема 3.6.2. Если при 0x x→  выполнено 1f f∼  и 1g g∼ , то  

1) если существует ( )
0

1 1lim
x x

f g
→

⋅ , то ( ) ( )
0 0

1 1lim lim
x x x x

f g f g
→ →

⋅ = ⋅  и  
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2) если существует 
0

1

1
lim
x x

f
g→

, то 
0 0

1

1
lim lim
x x x x

f f
g g→ →
= . 

►По условию теоремы в некоторой окрестности точки 0x  будет выпол-
нено ( ) ( ) ( )1 1f x f x h x=  и ( ) ( ) ( )1 2g x g x h x= , где ( ) ( )

0 0
1 2lim lim 1

x x x x
h x h x

→ →
= = .  

Тогда 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0
1 1 1 2 1 1 1 2 1 1lim lim lim lim lim

x x x x x x x x x x
f g f h g h f g h h f g

→ → → → →
⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅  и 

0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

1 2 1 2 1
lim lim lim lim lim
x x x x x x x x x x

f f h f h f
g g h g h g→ → → → →

⋅
= = ⋅ =

⋅
. ◄ 

 
Теорема 3.6.3 (Критерий эквивалентности функций) 

Две функции ( )f x  и ( )g x  эквивалентны при 0x x→  тогда и только то-
гда, когда при 0x x→  справедливо равенство ( ) ( ) ( )( )f x g x o g x= + . 

► Пусть f g∼  при 0x x→ . Тогда в некоторой окрестности точки 0x  
справедливо равенство ( ) ( ) ( )f x g x h x= ⋅ , где ( )

0

lim 1
x x

h x
→

= . Отсюда получим 

( ) ( ) ( ) ( )( )1f x g x g x h x− = − . Так как ( )( )
0

lim 1 0
x x

h x
→

− = , то ( )f g o g− = . 

Обратно, пусть ( ) ( ) ( )( )f x g x o g x= +  при 0x x→ . Тогда в некоторой ок-
рестности точки 0x  будет ( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x xα− = , где ( )

0

lim 0
x x

xα
→

= . Отсюда 

( ) ( ) ( )( )1f x g x xα= +  или ( ) ( ) ( )f x g x h x= ⋅ , где ( ) ( )1h x xα= +  и ( )
0

lim 1
x x

h x
→

= . 

Это означает, что f g∼ . ◄ 
Используя последнюю теорему, перепишем таблицу эквивалентов сле-

дующим образом:  
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

2

sin 1

arcsin 1 ln

tg ln 1

arctg log 1
ln

cos 1 1 1
2

t

t

a

s

t t o t e t o t

t t o t a t a o t

t t o t t t o t
tt t o t t o t
a

tt o t t st o t

= + − = +

= + − = +

= + + = +

= + + = +

= − + + − = +

 

 
Покажем, как можно применять эти соотношения на практике для вычис-

ления пределов. 
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Пример 8. Вычислить 2

3

0

cos sin 2 ln 1 1
2lim

1xx

xx x

e→

⎛ ⎞− ⋅ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
. 

☺ Используя таблицу эквивалентов и свойства ( )ko x , запишем 

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2
2 2 23 3

2 2

36 1 36 36cos6 1 1
2 3 2 2

1 6 ,

x x xx o x o x o o x

x o x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + = − ⋅ + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − +

( )( ) ( ) ( )2 2sin 2 ln 1 2
2 2
x xx x o x o x x o x⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = + − + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, ( )2 2 21xe x o x− = + . 

Отсюда, используя то, что 
( )2

20
lim 0
x

o x

x→
= , получим 

( )
( )2

3 2 2 2

2 20 0

cos sin 2 ln 1 1 1 6 12lim lim
1xx x

xx x x x o x

x o xe→ →

⎛ ⎞− ⋅ − −⎜ ⎟ − + + −⎝ ⎠ = =
+−

 
( )
( )

( )

( )

2
2 2

2

2 2 20 0

2

55
lim lim 5

1
x x

o x
x o x x

x o x o x
x

→ →

− +− +
= = = −

+
+

. ☻ 
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ГЛАВА  IV. ПРОИЗВОДНАЯ ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 
И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ 

§1 Производная и дифференцируемость функции 
1.1. Определение производной 
Определение 4.1.1. Пусть функция ( )y f x=  определена в некоторой окрест-
ности точки 0x . Допустим, что существует предел отношения приращения 
функции в этой точке к вызвавшему его приращению аргумента, когда послед-

нее стремится к нулю: ( ) ( )0 0

0
lim
x

f x x f x
x∆ →

+ ∆ −
∆

. Тогда этот предел называется 

производной функции в точке 0x . 
Производная функции ( )y f x=  в точке 0x  обозначается ( )0f x′ , ( )0xf x′ ,  

( )0df x
dx

, ( )0y x′ . 

Таким образом, ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0
0 0 0

lim lim
x x

f x x f x f x
f x

x x∆ → ∆ →

+ ∆ − ∆
′ = =

∆ ∆
. 

Операция вычисления производной называется дифференцированием 
функции. 
Пример 1. Вычислить производную функции ( ) 2f x ax=  a) в точке 0 1x = ;  б) в 
произвольной точке x . 

☺ a) Составим приращение функции 2ax  в точке 0 1x = : 

( ) ( ) ( )( )2 221 1 1 2f a x a a x x∆ = + ∆ − ⋅ = ∆ + ∆ . Тогда  

( ) ( )( )
( )

2

0 0 0

21
lim lim lim 2 2
x x x

a x xf
a x a

x x∆ → ∆ → ∆ →

∆ + ∆∆
= = + ∆ =

∆ ∆
. 

б) Составим приращение функции в произвольной точке x : 
 ( ) ( ) ( )( )2 22 2f x a x x ax a x x x∆ = + ∆ − = ∆ + ∆ .  

Тогда  ( ) ( )( )
( )

2

0 0 0

2
lim lim lim 2 2
x x x

a x x xf x
a x x ax

x x∆ → ∆ → ∆ →

∆ + ∆∆
= = + ∆ =

∆ ∆
.☻ 

Замечание. Производная, вычисленная в произвольной точке, является функци-
ей. Если сначала найти эту функцию, а затем вычислить значение производной 
функции при заданном значении аргумента, то получим производную в кон-
кретной точке. В рассмотренном примере, производная в произвольной точке 
равна 2ax . Следовательно, в точке 1x =  производная будет равна 12 | 2xax a= = . 
Пример 2. Вычислить производную функции ( ) ( )3sin 2 1f t t= +  в произволь-
ной точке t . 
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☺ Приращение функции в произвольной точке равно 
( )( ) ( ) ( ) ( )3sin 2 1 3sin 2 1 6sin cos 2 1f t t t t t t∆ = + ∆ + − + = ∆ + + ∆ . Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

6sin cos 2 1 sin
lim 6 lim lim cos 2 1
t t t

t t t t
f t t t

t t∆ → ∆ → ∆ →

∆ + + ∆ ∆
′ = = ⋅ + + ∆ =

∆ ∆
( )6cos 2 1t= + .☻ 

1.2. Задачи, приводящие к производной 
a) Задача о скорости 

Пусть материальная точка движется по прямой и путь, пройденный точ-
кой от начала движения за время t , равен ( )S t . Тогда путь, пройденный точкой 
от момента 0t  до момента 0t t+ ∆ , равен ( ) ( )0 0S t t S t+ ∆ −  и средняя скорость на 

этом участке пути будет ( ) ( )0 0
ср

S t t S t
v

t
+ ∆ −

=
∆

. 

 
Назовем скоростью точки в момент 0t  (мгновенной скоростью) пре-

дел, к которому стремится средняя скорость этой точки за промежуток времени 

от 0t  до 0t t+ ∆ , когда 0t∆ → , т.е. ( ) ( ) ( )0 0
0 0

lim
t

S t t S t
v t

t∆ →

+ ∆ −
=

∆
. 

Согласно определению производной, получим ( ) ( )0 0v t S t′= .  Таким обра-
зом, производная от функции, задающей закон движения материальной точки 
вдоль прямой, равна скорости движения этой точки. 
Пример 3. Закон движения маятника вдоль оси OX : ( ) ( )3sin 2 1x t t= + . Найти 
скорость (модуль скорости) его движения  в момент, когда маятник находится в 
начале координат. 

☺ Скорость движения маятника вдоль оси равна ( ) ( )6cos 2 1x t t′ = + . Так 
как функции ( )x t  и ( )x t′  периодичны, то можно выбрать значения переменной 
t , при которых маятник находится в начале координат, лежащие на любом пе-

риоде, например, 1
1
2

t = −  и 2
1

2
t π −
= . Тогда ( ) ( )1 2 6x t x t′ ′= = . ☻ 

б) Задача о касательной. Уравнение касательной 
Рассмотрим график функции ( )y f x= . Предположим, что функция не-

прерывна в точке 0x . Пусть ( ) ( )0 0 0 1,f x y f x x y= + ∆ =  и проведем прямую че-
рез точки графика этой функции ( )0 0 0,M x y  и ( )0 1,M x x y+ ∆ . Назовем эту пря-
мую секущей графика. Угловой коэффициент секущей равен 

( ) ( ) ( )0 0 01 0
сек

f x x f x f xy yk
x x x

+ ∆ − ∆−
= = =

∆ ∆ ∆
, и ее уравнение будет иметь вид: 

( ) ( )0
0 0

f x
y y x x

x
∆

− = −
∆

. 
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Очевидно, что, если устремить x∆  к нулю, то точка ( )0 1,M x x y+ ∆  будет 
двигаться по графику функции к точке ( )0 0 0,M x y . При этом секущая будет по-
ворачиваться  и стремиться занять некоторое предельное положение, которое 
мы будем называть касательным положением или касательной к графику 
функции в точке ( )0 0 0,M x y .  

Если существует конечный ( )0

0
lim
x

f x
x∆ →

∆
∆

, то, пе-

реходя к пределу в уравнении секущей, получим 
уравнение касательной ( )( )0 0 0y y f x x x′− = − , т.е. 

( )0касk f x′= . 
Используя то, что угловой коэффициент пря-

мой равен тангенсу угла наклона этой прямой к оси 
абсцисс, получаем геометрический смысл производной:  
производная функции в точке 0x  равна тангенсу угла наклона касательной к 
графику этой функции, проведенной в точке ( )0 0 0,M x y , к положительному 
направлению оси абсцисс. 
Пример 4. В какой точке графика функции 22y x=  касательная будет состав-
лять с положительным направлением оси абсцисс угол 45o ? Составить уравне-
ние этой касательной. 

☺ Используя результат примера 1, получим ( ) 4y x x′ = . Касательная бу-
дет составлять с осью абсцисс угол 045  в той точке, где ( ) tg 45 1oy x′ = = . Решая 

уравнение 04 1x = , получим 0
1

4x = . Тогда 0 2
2 1

84
y = =  и уравнение касатель-

ной будет иметь вид ( )1 118 4y x− = ⋅ −  или, после упрощения, 1
8y x= − . ☻ 

1.3. Дифференцируемость функции 
Определение 4.1.2. Функция ( )f x  называется дифференцируемой в точке 0x , 
если существует число A  такое, что ( ) ( )0f x A x o x∆ = ∆ + ∆  при 0x∆ → . 
Теорема 4.1.1. Функция ( )f x  дифференцируема в точке 0x  тогда и только 
тогда, когда она имеет производную в этой точке. 

► Пусть функция ( )f x  дифференцируема в точке 0x . Тогда 

( ) ( ) ( )0
0 0 0

lim lim lim
x x x

f x A x o x o x
A A

x x x∆ → ∆ → ∆ →

∆ ∆ + ∆ ∆⎛ ⎞
= = + =⎜ ⎟∆ ∆ ∆⎝ ⎠

, т.е. в этой точке произ-

водная существует и равна A . 
Наоборот, если существует производная в точке 0x , то по критерию су-

ществования предела функции, получим ( ) ( ) ( )0
0

f x
f x x

x
α

∆
′= + ∆

∆
, где 

( ) 0xα ∆ → , если 0x∆ → . 
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Тогда ( ) ( ) ( ) ( )0 0f x f x x x x A x o xα′∆ = ∆ + ∆ ∆ = ∆ + ∆ , где ( )0A f x′= . ◄ 
Замечание.  Из доказательства теоремы следует, что, если функция диффе-
ренцируема, то число A , о котором говорится в определении дифференцируе-
мости, равно производной функции в данной точке. 

Из доказанной теоремы следует, что для функции одной переменной 
дифференцируемость равносильна существованию производной. 
Теорема 4.1.2. Если функция дифференцируема в точке, то она непрерывна в 
этой точке. 

►Если функция дифференцируема в точке 0x , то для ее приращения вы-
полняется соотношение ( ) ( )0f x A x o x∆ = ∆ + ∆  при 0x∆ → , откуда следует, что 

( )00
lim 0
x

f x
∆ →

∆ = . А это означает, что функция непрерывна в точке 0x . ◄ 

Замечание. Эта теорема необратима. Существуют 
функции, непрерывные в некоторой точке, но не 
имеющие производной в этой точке. Например, функ-
ция ( )f x x=  непрерывна в точке 0x = , но ее график 
не будет иметь касательной в этой точке, следова-
тельно, она не будет дифференцируемой в ней. 
Определение 4.1.3. Если функция дифференцируема в каждой точке проме-
жутка ( ), ,a b a b−∞ ≤ < ≤ +∞ , то будем говорить, что она дифференцируе-
ма на промежутке ( ),a b . 
1.4. Дифференциал 
Определение 4.1.4. Допустим, что функция ( )f x  дифференцируема в точке 

0x . Тогда выражение ( )0f x x′ ∆  будем называть дифференциалом этой функ-
ции в точке 0x  и обозначать ( )0df x  или df . 

Если функция дифференцируема в точке, то в этой точке выполняется ра-
венство ( ) ( ) ( )0 0f x df x o x∆ = + ∆ . Поэтому часто говорят, что дифференциал – 
это главная, линейная часть приращения функции в данной точке. 

Отметим на графике функции 
точку ( )0 0,M x y , построим касатель-
ную в этой точке и возьмем некоторое 
приращение аргумента x∆ . Тогда ясно, 
что величина ( ) ( )0 0df x f x x′= ∆  совпа-
дает с приращением ординаты каса-
тельной, соответствующем прираще-
нию аргумента x∆ . В этом состоит 
геометрический смысл дифференциала. 

Разность между приращением 
функции и ее дифференциалом ( ) ( ) ( )0 0f x df x o x∆ − = ∆  очень мала при малых 
значениях x∆ . Это позволяет использовать дифференциал для приближенных 
вычислений. 
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Найдем дифференциал от функции ( )f x x= . Для этого найдем сначала 

производную этой функции: ( ) ( )
0 0 0

lim lim lim 1 1
x x x

x x x xx
x x∆ → ∆ → ∆ →

+ ∆ − ∆′ = = = =
∆ ∆

. 

Отсюда 1dx x= ⋅∆  и в формуле ( ) ( )0 0df x f x x′= ∆  приращение аргумента 
можно заменить дифференциалом функции ( )f x x= :  

( ) ( )0 0df x f x dx′= , 
что придает этой формуле симметричный вид. 
Замечание. Из полученной формулы следует, что производную можно рас-
сматривать  как частное дифференциала функции и дифференциала аргумен-

та:      ( ) ( )df x
f x

dx
′ = . 

1.5. Односторонние и бесконечные производные 
Определение 4.1.5. Допустим, что функция определена на промежутке 

[ )0 0,x x δ+  и существует предел ( )
0

0

0
lim

x x

f x
x∆ → +

∆
∆

. Тогда этот предел будем на-

зывать правосторонний производной функции ( )f x  и обозначать ( )0f x+′ . 
Аналогично, если функция определена на промежутке ( ]0 0,x xδ−  и суще-

ствует ( )
0

0

0
lim

x x

f x
x∆ → −

∆
∆

, то его будем на-

зывать левосторонней производной 
функции ( )f x  и обозначать ( )0f x−′ .  

Прямые, проходящие через точку 
( )0 0 0,M x y , где ( )0 0y f x=  с угловыми ко-

эффициентами ( )0f x+′  и ( )0f x−′  естест-
венно называть правосторонней и лево-
сторонней касательными. 
Теорема 4.1.3. Для того чтобы существовала производная ( )0f x′  в точке 0x  
необходимо и достаточно, чтобы в этой точке существовали односторонние 
производные и ( ) ( )0 0f x f x− +′ ′= . 

Доказательство этой теоремы очевидно и предоставляется читателю. 

Теперь допустим, что ( )0
0

lim
x

f x
x∆ →

∆
= ∞

∆
. Тогда будем говорить, что в точке 

0x  функция имеет бесконечную производную.  

Запишем уравнение секущей в виде 
( ) ( )0 0

0

x y y x x
f x
∆

− = −
∆

. Тогда, так 

как 
( )0 0

lim 0
x

x
f x∆ →

∆
=

∆
, то предельное положение секущей задается уравнением 
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0x x= . Геометрически это соответствует тому, что касательная к графику 
функции будет перпендикулярна оси абсцисс. 

В точке, где производная функции бесконечна, функция не является диф-
ференцируемой. 
 
Замечания 

1. Может оказаться, что ( )0
0

lim
x

f x
x∆ →

∆
= +∞

∆
 или ( )0

0
lim
x

f x
x∆ →

∆
= −∞

∆
. В этом слу-

чае, мы будем говорить, что ( )0f x′ = +∞  или, соответственно, ( )0f x′ = −∞ . 
Графики таких функций в окрестности точки 0x x=  схематически изображе-
ны на рисунках.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. Можно говорить об односторонних беско-
нечных производных. При этом, если обе од-
носторонние производные бесконечны и раз-
ных знаков, то можно написать ( )0f x′ = ∞ . 
График такой функций приведен на рисунке. 
 

 

§2 Правила дифференцирования. Таблица производных 
2.1. Дифференцирование суммы, произведения, частного 
Теорема 4.2.1. Пусть функции ( )f x  и ( )g x  дифференцируемы в точке 0x . То-
гда в этой точке дифференцируемы их сумма ( ) ( )f x g x+ , их произведение 

( ) ( )f x g x⋅  и, при условии, что ( )0 0g x ≠ , их частное ( )
( )

f x
g x

, при этом 

а)   ( ) ( )( ) ( ) ( )
0 0 0|x xf x g x f x g x=

′ ′ ′+ = + , 

б)   ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0|x xf x g x f x g x f x g x=

′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅ , 

в)   ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )0

0 0 0 0
2

0
|x x

f x g x f x g xf x
g x g x=

′⎛ ⎞ ′ ′−
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 
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► Так как ( ) ( ) ( )0 0 0f x f x x f x∆ = + ∆ −  и ( ) ( ) ( )0 0 0g x g x x g x∆ = + ∆ − , то 
( ) ( ) ( )0 0 0f x x f x f x+ ∆ = + ∆  и ( ) ( ) ( )0 0 0g x x g x g x+ ∆ = + ∆ .  

Тогда, так как ( ) ( )0
00

lim
x

f x
f x

x∆ →

∆
′=

∆
 и ( ) ( )0

00
lim
x

g x
g x

x∆ →

∆
′=

∆
, то 

a) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

0 0 0 0

0
| limx x x

f x x g x x f x g x
f x g x

x=
∆ →

+ ∆ + + ∆ − +′+ = =
∆

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0 00 0 0

lim lim lim
x x x

f x g x f x g x
f x g x

x x x∆ → ∆ → ∆ →

∆ + ∆ ∆ ∆
′ ′= = + = +

∆ ∆ ∆
. 

б) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

0 0 0 0

0
| limx x x

f x x g x x f x g x
f x g x

x=
∆ →

+ ∆ + ∆ −′ = =
∆

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0 0

0

0 0 0 0 0 0 0
00 0

0 0
0 0 0 0 0 00 0

lim

lim lim

lim lim .

x

x x

x x

f x f x g x g x f x g x
x

f x g x f x g x f x g x f x
g x

x x
g x f x

f x g x f x g x f x g x
x x

∆ →

∆ → ∆ →

∆ → ∆ →

+ ∆ + ∆ −
= =

∆
∆ + ∆ + ∆ ∆ ∆

= = ⋅ +
∆ ∆

∆ ∆
′ ′+ ⋅ + ∆ ⋅ = +

∆ ∆

 

Последний из пределов равен нулю, так как приращение ( )0g x∆  есть прираще-
ние непрерывной в точке 0x  функции, следовательно, бесконечно малая функ-

ция, а отношение ( )0f x
x

∆
∆

 ограничено в окрестности этой точки. 

в) Для вычисления производной от частного вычислим сначала приращения ча-
стного: 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

f x x f x f x f x f x f x g x f x g xf
g g x x g x g x g x g x g x g x g x

+ ∆ + ∆ ∆ − ∆
∆ = − = − =

+ ∆ + ∆ + ∆

Тогда    ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )0

0 0
0 0

0 0 0 0 0
| lim limx x x x

f f x g x
g x f xf x g x x

g x x g x g x g x=
∆ → ∆ →

∆ ∆∆′ −⎛ ⎞ ∆ ∆= = =⎜ ⎟
∆ + ∆⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

0 0 0 0
2

0

f x g x f x g x
g x

′ ′−
= . ◄ 

Следствие 1. ( )( ) ( )C f x C f x′ ′⋅ = ⋅ . 
► Вычислим сначала производную от постоянной функции: 

( )
0 0

lim lim 0 0
x x

C CC
x∆ → ∆ →

−′ = = =
∆

. 

Тогда, применяя правило дифференцирования произведения, получим 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )C f x C f x Cf x Cf x′ ′ ′ ′⋅ = + = . ◄ 
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Следствие 2. Из доказанной теоремы следуют соответствующие формулы 
для дифференциалов функций: 

а)   ( )d f g df dg+ = + , 
б)   ( )d f g g df f dg⋅ = ⋅ + ⋅ , 

в)   2
f g df f dgd
g g

⎛ ⎞ ⋅ − ⋅
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Замечание. Эту теорему с помощью метода математической индукции легко 
распространить на случай суммы и произведения любого конечного числа 

функций:    ( )1 2 1 2... ...n nf f f f f f′ ′ ′ ′+ + + = + + , 

( )1 2 1 2 1 2 1 2... ... ... ... ...n n n nf f f f f f f f f f f f′ ′ ′ ′⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ . 
 
2.2. Дифференцирование обратной функции 
Теорема 4.2.2. Пусть функция ( )f x  непрерывна и строго монотонна на про-
межутке [ ],a b  и точка ( )0 ,x a b∈  такова, что существует ( )0 0f x′ ≠ . Тогда 

функция ( )1f y− , обратная функции ( )f x , дифференцируема в точке 

( )0 0y f x=  и ( )( ) ( )0

1

0

1|y yf y
f x

−
=

′ =
′

. 

►Допустим для определенности, что функция ( )f x  строго возрастает. 
Так как точка 0x  - внутренняя точка промежутка [ ],a b , то существует отрезок 
[ ] [ ]0 0, ,x x a bδ δ− + ⊂ , на котором функция ( )f x  строго возрастает, следова-
тельно, имеет обратную. Точка ( )0 0y f x=  будет внутренней точкой промежут-

ка ( ) ( )0 0,f x f xδ δ⎡ ⎤− +⎣ ⎦ , так как в силу монотонности функции ( )f x  будет 

выполняться неравенство ( ) ( ) ( )0 0 0f x f x f xδ δ− < < + . 

Возьмем приращение y∆  такое, чтобы ( ) ( )0 0 0,y y f x f xδ δ⎡ ⎤+ ∆ ∈ − +⎣ ⎦ . 

Тогда ( ) ( )1 1
0 0 0x f y y f y− −∆ = + ∆ − ≠ , так как, в силу монотонности функции 

( )1f y−  будет выполнено ( ) ( )1 1
0 0f y y f y− −+ ∆ ≠ . Кроме того, 0x∆ →  при 

0y∆ → , так как функция ( )1f y−  непрерывна в точке 0y . 

Тогда можно написать 1x
yy

x

∆
=
∆∆

∆

 и, если существует 

( )00
lim 0
x

y f x
x∆ →

∆ ′= ≠
∆

, то существует и 
( )0 0

1lim
y

x
y f x∆ →

∆
=

′∆
. ◄ 

Замечание. Доказанную формулу можно записать в виде  

( )
( )( ) ( )0

0
1

1

|y f x

f x
f y−

=

′ =
′

. 
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2.3. Дифференцирование сложной функции 
 
Теорема 4.2.3. Пусть функция ( )f t  дифференцируема в точке 0t  и функция 
( )xϕ  дифференцируема в точке 0x , такой что ( )0 0x tϕ = . Тогда сложная 

функция ( )( )f xϕ  дифференцируема в точке 0x , причем 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0 0 0 0|x x t x t xf x f t x f x xϕ ϕ ϕ ϕ=

′ ′ ′ ′ ′= ⋅ = ⋅ . 

► При заданных условиях функция ( )f t  будет определена в некоторой 
окрестности точки 0t  и непрерывна в этой точке. Аналогично, функция ( )xϕ  
будет определена в некоторой окрестности точки 0x  и непрерывна в ней. В 
гл3§4 было доказано, что тогда в окрестности точки 0x  будет определена слож-
ная функция ( )( )f xϕ . Возьмем приращение аргумента x∆  такое, чтобы 

0x x+ ∆  принадлежало этой окрестности. Обозначим ( ) ( )0 0t x x xϕ ϕ∆ = + ∆ −  и 
отметим, что, так как функция ( )xϕ  непрерывна в точке 0x , то 0t∆ →  при 

0x∆ → . 
Тогда, в силу дифференцируемости функции ( )f t , можно написать 

( ) ( ) ( )0 0tf t f t t o t′∆ = ∆ + ∆ , где ( ) ( ) ( ) 0, 0to t t t tα α
∆ →

∆ = ∆ ⋅∆ ∆ ⎯⎯⎯→ . 
Деля последнее равенство на x∆  и переходя к пределу, получим 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0 0 00 0
lim lim t t xx x

f x o ttf t f t x
x x x

ϕ
∆ → ∆ →

∆ ∆⎛ ⎞∆′ ′ ′= + =⎜ ⎟∆ ∆ ∆⎝ ⎠
, так как  

0
lim
x

t
x∆ →

∆
=

∆
 

( ) ( ) ( )0 0
00

lim xx

x x x
x

x
ϕ ϕ

ϕ
∆ →

+ ∆ −
′= =

∆
 и ( ) ( )

0 0
lim lim 0
x x

o t tt
x x

α
∆ → ∆ →

∆ ∆⎛ ⎞= ∆ ⋅ =⎜ ⎟∆ ∆⎝ ⎠
. ◄ 

 
Следствие. Инвариантность формы первого дифференциала 

Форма записи дифференциала ( )df f t dt′=  сохраняется, если аргумент t  
является дифференцируемой функцией какого-нибудь другого аргумента. 

► Пусть ( )t xϕ= . Тогда по определению дифференциала 

( )( )( ) ( )( ) ( )tdf f x dx f x x dxϕ ϕ ϕ′ ′ ′= = ⋅ . 

Так как ( )x dx dtϕ′ = , и ( )x tϕ = , то ( )df f t dt′= . ◄ 
 
Замечание. Необходимо понимать, что сохраняется только форма диффе-
ренциала ( )df f t dt′= , но, если аргумент t  -  независимая переменная, то dt  - 
приращение этого аргумента, а, если t  - функция, то dt  - это главная часть 
этого приращения. 
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2.4. Таблица производных 
Составим теперь таблицу для производных от простейших элементарных 

функций. 
 

1. ( ) 0C ′ = , 11. ( ) 2
1tg

cos
x

x
′ = , 

2. ( ) 1x xα αα −′ = , 12. ( ) 2
1ctg

sin
x

x
′ = − , 

3. ( ) 1
2

x
x

′ = , 13. ( )
2

1arcsin
1

x
x

′ =
−

, 

4. 2
1 1
x x

′⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 14. ( )
2

1arccos
1

x
x

′ = −
−

, 

5. ( ) lnx xa a a′ = , 15. ( ) 2
1arctg

1
x

x
′ =

+
, 

6. ( )x xe e′ = , 16. ( ) 2
1arcctg

1
x

x
′ = −

+
, 

7. ( ) 1log
lna x

x a
′ = , 17. ( )sh chx x′ = , 

8. ( ) 1ln x
x

′ = , 18. ( )ch shx x′ = , 

9. ( )sin cosx x′ = , 19. ( ) 2
1th

ch
x

x
′ = , 

10. ( )cos sinx x′ = − , 20. ( ) 2
1cth

sh
x

x
′ = − . 

► Первая формула была получена в следствии 1 из теоремы 4.2.1.  
Вторую формулу докажем, используя один из пределов, полученных в 5.3 

главы 3. 

( ) ( ) 1

0 0 0

1 1
lim lim lim
x x x

x
x x x xxx x x x

x x x x

α

α α
α α α α

δ

α α −

∆ → ∆ → →

⎛ ⎞∆⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎜ ⎟+ ∆ − ∆′ ⎝ ⎠⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟∆ ∆ ∆
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Формулы 3 и 4 являются частными случаями формулы 2.  
Также, используя известные пределы, докажем пятую и седьмую формулы. 

( ) ( )
0 0 0

1 lnlim lim lim ln
x xx x x x

x x

x x x

a aa a a x aa e a
x x x

∆+∆

∆ → ∆ → ∆ →

−− ∆′ = = = =
∆ ∆ ∆

. 

( ) ( )
0 0 0

log 1log log 1log lim lim lim
ln ln

a
a a

a x x x

x
x x x xxx

x x x a x x a∆ → ∆ → ∆ →

∆⎛ ⎞+⎜ ⎟+ ∆ − ∆⎝ ⎠′ = = = =
∆ ∆ ⋅∆

. 
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Формулы 6  и 8 являются частными случаями формул 5 и 7 при a e= . 
Теперь докажем формулы 9 и 10. 

( ) ( )
0 0

0

2sin cossin sin 2 2sin lim lim

cos
2lim cos .

x x

x

x xxx x x
x

x x
xx x

x
x

∆ → ∆ →

∆ →

∆ ∆⎛ ⎞+⎜ ⎟+ ∆ − ⎝ ⎠′ = = =
∆ ∆

∆⎛ ⎞∆ +⎜ ⎟
⎝ ⎠= =
∆

 

( ) ( )
0 0

0

2sin sincos cos 2 2cos lim lim

sin
2lim sin .

x x

x

x xxx x x
x

x x
xx x

x
x

∆ → ∆ →

∆ →

∆ ∆⎛ ⎞− +⎜ ⎟+ ∆ − ⎝ ⎠′ = = =
∆ ∆

∆⎛ ⎞−∆ +⎜ ⎟
⎝ ⎠= = −
∆

 

Формулы 11 и 12 получаются из правила дифференцирования частного: 

( ) ( ) ( ) 2 2

2 2 2
sin cos cos sin cos sin 1tg

cos cos cos
x x x x x xx

x x x

′ ′− +′ = = = . 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2 2

cos sincos sin sin cos 1ctg
sin sin sin

x xx x x x
x

x x x

′ ′ − +−′ = = = − . 

Формулы 13-16 легко получить из правила дифференцирования обратной 
функции. 

Рассмотрим функцию arcsiny x= . Обратной к ней функцией будет функ-

ция sin , ,
2 2

x y y π π⎡ ⎤= ∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦
. Поэтому ( )

( ) 2

1 1 1arcsin
cos 1sin

x
y

x
y xy

′ = = =
′ −

. 

Последняя формула верна, если 
2

y π
≠ ± , т.е. если 1x ≠ ± . 

Формулы 14-16 доказываются аналогично, и их доказательство предос-
тавляем читателю. 

Доказательство формул 17-20 также предоставляется читателю.◄ 
 

2.5. Логарифмическое дифференцирование 
Рассмотрим прием, с помощью которого можно дифференцировать пока-

зательно-степенную функцию ( )( ) ( )v xu x  и некоторые другие функции. 

Обозначим ( )( ) ( )v xy u x= . Так как эта функция определена при условии, 

что ( ) 0u x > , то можно найти ln y : ( ) ( )( )ln lny v x u x= ⋅ . Продифференцируем 
обе части последнего равенства по переменной x . Слева это будет производная 
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от сложной функции: ( )ln x
yy
y
′′ = , справа – производная от произведения: 

( ) ( )( )( )ln ln uv x u x v u v
u
′′ ′⋅ = ⋅ + . Тогда lny uv u v

y u
′ ′

′= + , откуда 

ln lnvu uy y v u v u v u v
u u
′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ ′= ⋅ + = ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. 

Пример 1. Вычислить производную от функции ( )lnsin xx . 

☺ Положим ( )lnsin xy x= . Тогда ( )ln ln ln siny x x= ⋅ . Дифференцируя обе 

части этого равенства, получим ( )1 cosln sin ln
sin

y xx x
y x x
′
= + ⋅ , откуда 

( ) ( )ln 1 cossin ln sin ln
sin

x xy x x x
x x

⎛ ⎞′ = ⋅ + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

. ☻ 

 
2.6. Дифференцирование функций, заданных параметрически 

 
Теорема 4.2.4. Пусть функции ( )x x t=  и ( )y y t=  определены на проме-

жутке [ ]0 0,t tδ δ− + , причем функция ( )x t  непрерывна и строго монотонна, 
так что существует обратная функция ( )t t x= , которая тоже непрерывна и 
строго монотонна. Допустим также, что функции ( )x t  и ( )y t  дифференци-
руемы в точке 0t , причем ( )0 0x t′ ≠ . Тогда сложная функция ( )( )y y t x=  диф-

ференцируема по переменной x  в точке ( )0 0x x t= , причем ( ) ( )
( )

0
0

0

t
x

t

y t
y x

x t
′

′ =
′

. 

► По правилу дифференцирования сложной функции получим, что в 

точке 0x  выполняется равенство ( )( )( ) t xx
y t x y t′ ′ ′= ⋅ . По формуле для производ-

ных взаимно обратных функций 1
x

t
t

x
′ =

′
, откуда ( )( )( ) t

x t

yy t x
x
′′ =
′

. ◄ 

Пример 2. Найти точки на кривой, за-
данной уравнениями 

[ ]3cos , 2sin , 0,2x t y t t π= = ∈ , в кото-
рых касательная будет параллельна оси 
абсцисс. 

☺ Прямая параллельна оси абс-
цисс, если ее угловой коэффициент 

0k = . Угловой коэффициент касатель-
ной равен производной функции 

( )( )y t x  по x : 
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 2cos 2 ctg
3sin 3

t
x

t

y ty t
x t
′

′ = = = −
′ −

. Найдем значения t , при которых 0xy′ = . На проме-

жутке [ ]0,2π  таких значений будет два: 1 2
t π
=  и 2

3
2

t π
= . Следовательно, на 

кривой будет две искомые точки ( )1 0,2M  и ( )2 0, 2M − . ☻ 
Замечание. Уравнения [ ]3cos , 2sin , 0,2x t y t t π= = ∈  задают две функции 

( )y y x= : первая соответствует [ ]0,t π∈  и вторая - [ ],2t π π∈ . На каждом из 
этих промежутков функция ( )x t  монотонна и, следовательно, имеет обрат-
ную. Тогда теорема 4.2.4 применима. 

§3 Производные и дифференциалы высших порядков 
 
3.1. Производные высших порядков 

Пусть функция ( )f x  дифференцируема на промежутке ( ),a b  так, что в 
каждой точке этого промежутка существует ее производная ( )f x′ . Таким обра-
зом, эта производная сама является функцией аргумента x . Если эта функция 
дифференцируема в точке ( )0 ,x a b∈ , то ее производную будем называть вто-
рой производной  (или производной второго порядка) от данной функции в 
точке 0x  и обозначать одним из следующих способов: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

20
0 0 02, , , xx

d f x
f x f x f x

dx
′′ ′′ . 

Таким образом, ( ) ( ) ( )0 0
0 0

lim
x

f x x f x
f x

x∆ →

′ ′+ ∆ −
′′ =

∆
. 

Выведем формулу для второй производной функции, заданной парамет-
рически. Пусть функции ( )x x t=  и ( )y y t=  удовлетворяют условиям теоремы 
4.2.4  так, что для всех значений параметра из некоторого промежутка сущест-
вует xy′ . Допустим также, что для значения параметра 0t  существуют ttx′′  и tty′′ . 

Тогда в некоторой окрестности точки 0t  функции ( )x x t=  и ( )
( ) ( )t

x
t

y t
y t

x t
ϕ

′
′ = =

′
 

являются параметрическим заданием функции ( )( )xy t x′ , которая является про-

изводной функции ( )( )y t x  по переменной x . По правилу дифференцирования 
такой функции получим  

( )( )( ) ( )
( )

2

3

tt t t ttt

t tt t tt t t tt
xx x t t t t

y x y xy
x x y x y xy t x

x x x x
ϕϕ

′ ′′ ′ ′ ′′−⎛ ⎞′
⎜ ⎟′ ′′ ′′ ′ ′ ′′−⎝ ⎠′′′ = = = = =

′ ′ ′ ′
. 
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Аналогично, можно ввести производную от второй производной, кото-
рую будем называть третьей производной и обозначать ( ) ( )3f x , четвертую и 
т.д. 

Пусть функция ( )f x  определена на промежутке ( ),a b  и имеет там про-

изводные ( ) ( ) ( ) ( )1, ,..., nf x f x f x−′ ′′  до ( )1n − - го порядка включительно. Если в 

точке ( )0 ,x a b∈  функция ( ) ( )1nf x−  дифференцируема, то ее производную на-
зывают производной n-го порядка от функции ( )f x  в точке 0x  и обозначают 

( ) ( )0
nf x  или ( )0

n

n
d f x

dx
.  

Таким образом,   ( ) ( ) ( ) ( )( ) 0

1
0 |n n

x xf x f x−
=

′
= . 

Очевидно, что, если функции ( )f x  и ( )g x  имеют производные n-го по-

рядка в некоторой точке, то ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
n n nC f x C g x C f x C g x+ = + .  

Приведем формулы для производных n-го порядка некоторых основных 
функций: 

1. ( )( )
( ) ( )1 ... 1

n nx n xα αα α α −= ⋅ − − + . 

В частности, если mα = ∈ , то ( )( )
( ) ( )1 ... 1 , ,
!, ,

0, .

n m

nm

m m m n x n m
x m n m

n m

−⎧ − − + <
⎪

= =⎨
⎪ >⎩

 

2. ( )( )nx xe e= . 

3. ( )( )( ) ( ) ( )
( )

11 1 !
ln

n
n

n
n

a x
a x

−− −
+ =

+
. 

► Чтобы получить эту формулу, возьмем первую производную от лога-

рифма ( )( ) ( ) 11ln a x a x
a x

−′+ = = +
+

, а затем докажем данную формулу с по-

мощью метода математической индукции. ◄ 

4. ( )( )sin sin
2

n nx x π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

,     ( )( )cos cos
2

n nx x π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Эти формулы доказываются с помощью метода математической индук-
ции. 
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Теорема 4.3.1. (Формула Лейбница) 
Пусть функции ( )u x  и ( )v x  имеют в точке x  производные n -го порядка. 

Тогда их произведение тоже имеет производную n -го порядка, причем 

( )( ) ( ) ( )

0

n
n k n kk

n
k

u v C u v −

=

⋅ = ∑ . 

 
 
Замечания 
1. Здесь k

nC  - биномиальные коэффициенты. 
2. Под производной нулевого порядка будем понимать саму функцию, т.е. 
( ) ( ) ( )0u x u x=  и ( ) ( ) ( )0v x v x= . 

►Воспользуемся методом математической индукции. 
При 1n =  биномиальные коэффициенты 0 1

1 1 1C C= =  и формула Лейбница 

дает равенство ( )uv uv u v′ ′ ′= + , которое совпадает с правилом дифференциро-
вания произведения. 

Допустим, что формула верна для n m= , т.е. 

( )( ) ( ) ( ) ( )10 1 ...m m m mm
m m muv C uv C u v C u v−′= + + + . 

Докажем, что формула будет верна для 1n m= + . 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 10 1

1 1 10 0 1 1

1 10 0 1 1

...

...

...

m m m m mm
m m m

m m m m m mm m
m m m m m m

m m m mm m m
m m m m m m

uv uv C uv C u v C u v

C u v C uv C u v C u v C u v C u v

C uv C C u v C C u v C u v

+ −

+ − +

+ +−

′ ′′= = + + + =

′ ′′ ′ ′= + + + + + + =

′ ′= + + + + + + =

 

( ) ( ) ( ) ( )1 10 1 1
1 1 1 1... .m m m mm m

m m m mC uv C u v C u v C u v+ ++
+ + + +′ ′= + + + +  ◄ 

Замечание. Доказательство аналогично выводу формулы бинома Ньютона и 
использует свойства биномиальных коэффициентов. 
 
3.2. Дифференциалы высших порядков 

Пусть функция ( )f x  определена и дифференцируема на промежутке 
( ),a b . Ее дифференциал ( )df f x dx′= , который мы будем называть первым 
дифференциалом функции, зависит от двух переменных x  и dx x= ∆ . Зафикси-
руем приращение аргумента dx , тогда первый дифференциал можно рассмат-
ривать как функцию от переменной x . Если эта функция дифференцируема по 

x , то можно говорить о величине ( ) ( ) ( )( ) ( )( )22d f x d df f x dx dx f x dx′′ ′′= = = , 
которую называют вторым дифференциалом функции ( )f x  или дифферен-
циалом второго порядка. Очевидно, второй дифференциал существует, если 
функция имеет вторую производную. 
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Принято записывать ( )2 2dx dx= , поэтому для второго дифференциала 

справедлива формула ( )2 2d f f x dx′′= . 

Аналогично, положим ( )1n nd f d d f−= . Тогда методом индукции легко 

получить ( ) ( )nn nd f f x dx= , где ( )nndx dx= . 
Данные формулы справедливы только тогда, когда переменная x  являет-

ся независимой переменной. Если переменная x  сама является функцией, то 
величина dx  будет дифференциалом этой функции, и ее нельзя считать кон-
стантой. Следовательно,  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2d f d df d f x dx d f x dx f x d x f x dx f x d x′ ′ ′ ′′ ′= = = ⋅ + = + . 
По сравнению с дифференциалом функции, где x  была независимой пе-

ременной, здесь появилось слагаемое ( ) 2f x d x′ , в котором 2d x  - второй диф-

ференциал функции ( )x x t= , т.е. равен ( )2 2d x x t dt′′=  и обращается в нуль 
только когда ( )x t at b= +  (будет доказано в следствии 3 из теоремы 4.4.3 (Ла-

гранжа)). Это означает, что форма второго дифференциала ( )2 2d f f x dx′′=  со-
храняется для случая зависимой переменной, только если x at b= + . 

 

§4 Свойства дифференцируемых функций 
 
4.1. Экстремумы 
Определение 4.4.1. Пусть функция ( )f x  определена в точке 0x  и некоторой 
ее окрестности ( )0U x , причем для всех значений ( )0x U x∈  выполняется нера-
венство ( ) ( )0f x f x≥ . Тогда точку 0x  будем называть точкой максимума 
этой функции. 

Аналогично, если функция ( )f x  определена в точке 0x  и некоторой ее 
окрестности ( )0U x   и для всех значений ( )0x U x∈  выполняется неравенство 
( ) ( )0f x f x≤ , то точку 0x  будем называть точкой минимума этой функции. 

Точки максимума и минимума называют точками экстремума функции. 

Замечание. Если в окрестности ( )0

o
U x  выполняется одно из неравенств 

( ) ( )0f x f x>  или ( ) ( )0f x f x< , то будем говорить, что в точке 0x  функция 
имеет строгий максимум или, соответствен-
но, минимум. 
 На рисунке справа точки 1x , 3x  являются 
точками строгого максимума,  а точка 2x  - стро-
гого минимума. 
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4.2. Теорема Ферма 
Теорема 4.4.1 (Ферма).  Пусть функция ( )f x  определена в некоторой окрест-
ности точки 0x , имеет экстремум в этой точке и дифференцируема в ней. То-
гда ( )0 0f x′ = . 

► Пусть функция ( )f x  определена в ( )0U x  и в точке 0x  имеет макси-
мум, т.е. для всех ( )0x U x∈  выполняется неравенство ( ) ( )0f x f x≥ . Тогда, ес-
ли ( )0 0,x x U x∈  такие, что 0x x< , то будет справедливо неравенство 
( ) ( )0

0
0

f x f x
x x
−

≥
−

, следовательно, ( ) ( )
0

0

0 0
lim 0

x x

f x f x
x x→ −

−
≥

−
, а так как в точке 0x  

существует конечная производная, то ( ) ( ) ( )
0

0
0 0 0

lim 0
x x

f x f x
f x

x x→ −

−
′ = ≥

−
. 

Аналогично, если взять ( )0 0,x x U x∈  такие, что 0x x> , то будет выполне-

но неравенство ( ) ( )0

0
0

f x f x
x x
−

≤
−

 и, переходя 

к пределу при 0 0x x→ + , получим 

( ) ( ) ( )
0

0
0 0 0

lim 0
x x

f x f x
f x

x x→ +

−
′ = ≤

−
. 

Неравенства ( )0 0f x′ ≥  и ( )0 0f x′ ≤  оз-
начают, что ( )0 0f x′ = .  

В случае минимума доказательство ана-
логично. ◄ 

 
4.3. Теорема Ролля 
Теорема 4.4.2 (Ролля). Пусть функция ( )f x  

a) непрерывна на отрезке [ ],a b ; 
б) дифференцируема на интервале ( ),a b ; 
в) принимает равные значения на концах промежутка, т.е. ( ) ( )f a f b= . 

Тогда на интервале ( ),a b  существует хотя бы одна точка c  такая, что 
( ) 0f c′ = . 

►По второй теореме Вейерштрасса (теорема 4.4.5) функция непрерывная 
на замкнутом промежутке достигает на этом промежутке своего наибольшего и 
наименьшего значений. Обозначим их через M  и m , соответственно. Возмож-
ны два случая: 
1) M m= . Тогда ( )f x const=  и ( ) 0f x′ =  в любой точке промежутка ( ),a b .  
2) M m≠ . Тогда, так как значения функции на концах промежутка совпадают, 
то по крайней мере, одно из этих значений функция принимает во внутренней 
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точке отрезка [ ],a b . Обозначим эту точку через c . Тогда эта точка является 
точкой экстремума и по теореме Ферма ( ) 0f c′ = . ◄ 
Замечания 
1. Геометрически эта теорема означает, 
что, если функция непрерывна на отрезке, 
дифференцируема на интервале и принимает 
равные значения на концах этого отрезка, то 
на графике этой функции найдется по край-
ней мере одна точка, в которой касательная 
будет параллельна оси абсцисс. 
2. Все условия теоремы существенны. При-
меры показывают, что, если убрать одно из условий, то может не существо-
вать точки, в которой ( ) 0f x′ = . Некоторые из таких ситуацийизображены 
на рисунках: 

  
 
 
 
 
 
 
 
 

3. Если ( ) ( ) 0f a f b= = , то теорему можно сформулировать следующим обра-
зом: между двумя нулями дифференцируемой функции лежит, по крайней ме-
ре, один нуль производной этой функции. 
4. Теорема остается верной, если предположить, что существуют точки, в 
которых производная принимает бесконечное значение определенного знака. 
 
4.4. Теорема Лагранжа 
Теорема 4.4.3 (Лагранжа). Пусть функция ( )f x  

а) непрерывна на отрезке [ ],a b ; 
б) дифференцируема на интервале ( ),a b . 

Тогда на интервале ( ),a b  существует, по крайней мере, одна точка c , в кото-

рой выполняется равенство ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
−

′ =
−

. 

► Рассмотрим функцию ( ) ( )x f x xϕ λ= − . Эта функция будет непрерыв-
на на отрезке [ ],a b  и дифференцируема на интервале ( ),a b . Коэффициент λ  
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выберем так, чтобы ( ) ( )a bϕ ϕ= . Для этого должно быть ( ) ( )f a a f b bλ λ− = − , 

т.е. ( ) ( )f b f a
b a

λ
−

=
−

.  

Тогда функция ( )xϕ  будет удовлетворять условиям теоремы Ролля  (тео-
рема 4.4.2) и будет существовать точка c , в которой ( ) 0cϕ′ = . Так как 

( ) ( )x f xϕ λ′ ′= − , то ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
λ

−
′ = =

−
. 

◄ 
Замечания 
1. Рассмотрим график функции, о которой 
говорится в теореме. Проведем отрезок, со-
единяющий концы этого графика – точки 

( )( ),A a f a  и ( )( ),B b f b . Тогда частное 

( ) ( )f b f a
b a
−
−

 равно тангенсу угла наклона этого отрезка, а ( )f c′  есть тангенс 

угла наклона касательной к графику функции, проведенной в точке ( )( ),M c f c . 
Геометрический смысл теоремы состоит в том, что на графике функции су-
ществует хотя бы одна точка, в которой касательная к графику функции бу-
дет параллельна хорде АВ. 
2. Заключение теоремы Лагранжа иногда записывают в другом виде. Умно-

жим обе части равенства ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
−

′ =
−

 на знаменатель. Получим 

( ) ( ) ( )( )f b f a f c b a′− = − . Далее введем величину c a
b a

θ −
=

−
. Так как a c b< < , 

то 0 1θ< < . Тогда ( ), 0 1c a b aθ θ= + − < <  и заключение теоремы примет вид 

( ) ( ) ( )( )( )f b f a f a b a b aθ′− = + − − . 
Эту формулу принято называть формулой конечных приращений. Если 

положить ,a x b x x= = + ∆ , то формула конечных приращений примет вид 
( ) ( ) ( ) , 0 1f x x f x f x x xθ θ′+ ∆ − = + ∆ ∆ < < . 

Следствие 1. Если функция ( )f x  дифференцируема на интервале ( ),a b  и во 
всех точках этого интервала ( ) 0f x′ = , то ( ) ( ), ,f x const x a b= ∈ . 

► Возьмем точки ( )0, ,x x a b∈  и положим 0x x x∆ = − , т.е. 0x x x= + ∆ . То-
гда по формуле конечных приращений получим 
( ) ( ) ( )0 0 0 , 0 1f x x f x f x x xθ θ′+ ∆ − = + ∆ ∆ < < , откуда ( ) ( )0 0 0f x x f x+ ∆ − = . 

Это означает, что для любого ( ),x a b∈  справедливо равенство 
( ) ( )0f x f x const= = . ◄ 
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Следствие 2. Если функции ( )f x  и ( )g x  дифференцируемы на интервале 
( ),a b  и во всех точках этого интервала ( ) ( )f x g x′ ′= , то ( ) ( )f x g x C= + . 

► Доказательство следует из первого следствия, если его применить к 
функции ( ) ( )f x g x− . ◄ 
Следствие 3. Если функция ( )f x  непрерывна на отрезке [ ],a b , дифференци-
руема на интервале ( ),a b  и во всех точках этого интервала ( )f x k′ = , где k  - 
константа, то ( ) [ ], ,f x kx d x a b= + ∈ . 

► Пусть ( ),x a b∈ . Тогда по формуле конечных приращений получим 
( ) ( ) ( )f x f a k x a− = − . Отсюда ( )f x kx d= + , где ( )d f a ka= − . ◄ 

Отсюда следует, что, если ( ) ( )0, ,f x x a b′′ = ∈ , то функция линейная: 
( )f x kx d= + . 

Следствие 4. Пусть функция ( )f x  непрерывна на интервале ( ),a b  и диффе-
ренцируема в каждой точке этого интервала за исключением, быть может, 
точки ( )0 ,x a b∈ . Тогда, если существует конечный или бесконечный 

( )
0 0

lim
x x

f x A
→ −

′ = , то в точке 0x  существует левосторонняя производная 

( )0f x A−′ = . Аналогично, если существует ( )
0 0

lim
x x

f x B
→ +

′ = , то существует пра-

восторонняя производная ( )0f x B+′ = . 
► Возьмем 0a x x< <  и применим теорему Лагранжа к данной функции 

на промежутке [ ]0,x x : ( ) ( ) ( )( )0
0 0

0

f x f x
f x x x

x x
θ

−
′= + −

−
. Если 0x x→ , то суще-

ствует ( )( )
0

0 00
lim

x x
f x x x Aθ

→ −
′ + − = . Следовательно, существует и 

( ) ( )
0

0

0 0
lim

x x

f x f x
x x→ −

−
−

, который с одной стороны равен левосторонней производ-

ной функции в точке 0x , с другой стороны равен числу A .  Таким образом, 
( ) ( )

0
00

lim
x x

f x f x−
→ −

′ ′= . 

Вторая часть следствия доказывается аналогично. ◄ 
Отсюда следует, что, если функция в точке 0x  имеет конечную производ-

ную ( ) ( ) ( )0 0 0f x f x f x− +′ ′ ′= =  и существуют пределы ( )
0 0

lim
x x

f x
→ −

′  и ( )
0 0

lim
x x

f x
→ +

′ , 

то выполняется равенство ( ) ( ) ( )
0 0

00 0
lim lim

x x x x
f x f x f x

→ − → +
′ ′ ′= = , которое означает, 

что ( )f x′  непрерывна в точке 0x . Следовательно, если функция, дифференци-
руема на интервале, то ее производная не может иметь на этом интервале 
точек разрыва первого рода. 
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Упражнение. Докажите, что функция ( )
2 1sin , 0,

0, 0

x x
f x x

x

⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

 дифференци-

руема в произвольной окрестности нуля, но ее производная имеет в нуле раз-
рыв второго рода.  
Следствие 5. Если функции ( )f x  и ( )g x  дифференцируемы при 0x x≥  и вы-
полняются условия ( ) ( )0 0f x g x= , ( ) ( )f x g x′ ′>  при 0x x> , то ( ) ( )f x g x>  при 

0x x> . 
► Рассмотрим функцию ( ) ( ) ( )x f x g xϕ = − . По условию ( )0 0xϕ =  и 

( ) 0xϕ′ >  при 0x x> . Тогда ( ) ( ) ( ) ( )( )( )0 0 0 0 0x x x x x x x xϕ ϕ ϕ ϕ θ′= − = + − − >  
при 0x x> . ◄ 
 
Пример 1. Доказать, что ( )ln 1 , 0x x x+ < > . 

☺ Положим 0 0x = . Тогда ( ) 0| 0xf x x == =  и ( ) ( ) 0ln 1 | 0xg x x == + = . Кроме 

того, ( ) ( )11
1

f x g x
x

′ ′= > =
+

 при 0x > , откуда следует требуемое неравенство. 

☻ 
 
4.5. Теорема Коши 
Теорема 4.4.4 (Коши).  Пусть функции ( )f x  и ( )g x  непрерывны на отрезке 
[ ],a b  и дифференцируемы на интервале ( ),a b , причем ( ) 0g x′ ≠  во всех точках 
этого интервала. Тогда на интервале ( ),a b  найдется хотя бы одна точка c , в 

которой  ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f c
g b g a g c

′−
=

′−
.  

► Рассмотрим функцию ( ) ( ) ( )x f x g xϕ λ= − ⋅ , где множитель λ  выбе-
рем так, чтобы ( ) ( )a bϕ ϕ= , т.е. ( ) ( ) ( ) ( )f a g a f b g bλ λ− ⋅ = − ⋅ . Отсюда полу-
чим ( ) ( ) ( ) ( )( )f b f a g b g aλ− = − . Если бы ( ) ( )g b g a= , то по теореме 4.4.2 
(Ролля) на интервале ( ),a b  существовала бы точка ξ , в которой ( ) 0g ξ′ = , что 

противоречит условию теоремы. Тогда ( ) ( ) 0g b g a− ≠  и ( ) ( )
( ) ( )

f b f a
g b g a

λ
−

=
−

. 

Таким образом, функция ( )xϕ  удовлетворяет всем условиям теоремы 
Ролля и существует точка ( ),c a b∈ , в которой ( ) 0cϕ′ = . Так как 

( ) ( ) ( )x f x g xϕ λ′ ′ ′= − , то ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )f b f a

f c g c g c
g b g a

λ
−

′ ′ ′= = ⋅
−

. Деля обе части 

последнего равенства на ( )g c′ , получим ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f c
g b g a g c

′−
=

′−
. ◄ 
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Замечания 
1. В теоремах Ролля, Лагранжа и Коши речь идет о значениях производной 
функции в некоторой точке, которая лежит внутри промежутка. Поэтому 
эти теоремы часто называют теоремами о среднем. 
2. Теорема Ролля является частным случаем теоремы Лагранжа, а теорема 
Лагранжа частным случаем теоремы Коши. 
3. Эти три теоремы часто называют французскими. 

§5 Формула Тейлора 
 
5.1. Многочлен Тейлора 

Пусть функция ( )f x  определена в некоторой окрестности точки 0x  и в 
этой точке имеет производную n -го порядка. Составим многочлен 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )20 0 0

0 0 0 0...
1! 2! !

n
n

n
f x f x f x

P x f x x x x x x x
n

′ ′′
= + − + − + + − . 

Этот многочлен будем называть многочленом Тейлора n -го порядка для 
функции ( )f x  в точке 0x . 

Очевидно, многочлен Тейлора удовлетворяет условиям: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, , ...., n n

n n nP x f x P x f x P x f x′ ′= = = , 
поэтому его часто называют многочленом наилучшего приближения функции 
в точке 0x . 
 
Теорема 4.5.1. Если многочлен вида 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 0 2 0 0... n

n nP x a a x x a x x a x x= + − + − + + −  
 удовлетворяет условиям  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, , ...., n n
n n nP x f x P x f x P x f x′ ′= = = , 

 то его коэффициенты вычисляются по формулам 
( ) ( )0 , 0,1,2,...,

!

k

k
f x

a k n
k

= = . 

► Найдем производные от данного многочлена: 
( ) ( ) ( ) ( )2 1

1 2 0 3 0 02 3 ... n
n nP x a a x x a x x na x x −′ = + − + − + + − , 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
2 3 0 02 3 2 ... 1 n

n nP x a a x x n n a x x −′′ = + ⋅ − + + − − , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0! 1 ... 2 ... 1 ... 1 n kk

n k k nP x k a k k a x x n n n k a x x −
+= + + ⋅ ⋅ − + + − − + − , 

( ) ( ) !n
n nP x n a= . 

Отсюда получим ( ) ( )0 0 0nP x f x a= = , ( ) ( )0 0 1nP x f x a′ ′= = , 
( ) ( ) ( ) ( )0 0 !k k

n kP x f x k a= = , ( ) ( ) ( ) ( )0 0 !n n
n nP x f x n a= = , откуда получим требуе-

мое. ◄ 
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5.2. Формула Тейлора 
 
Пусть ( )nP x  - многочлен Тейлора n  -го порядка для функции ( )f x  в 

точке 0x . Обозначим ( ) ( ) ( )n nR x f x P x= − . Тогда формулу 
( ) ( ) ( )n nf x P x R x= +  

будем называть формулой Тейлора, а величину ( )nR x  - остаточным членом 
этой формулы. 

Получим два представления остаточного члена. 
 
Теорема 4.5.2. Пусть в некоторой окрестности ( )0U x  точки 0x  функция 
( )f x  имеет все производные до ( )1n + -го порядка включительно. Тогда для 

всякого значения ( )0x U x∈  найдется точка ξ , лежащая между точками x  и 

0x  такая, что ( ) ( ) ( )n nf x P x R x= + , где ( )
( ) ( )
( ) ( )

1
1

01 !

n
n

n
f

R x x x
n

ξ+
+= −

+
. 

► В силу условий, связывающих функцию с ее многочленом Тейлора, 
имеем ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0... 0n

n n nR x R x R x′= = = = . 

Введем функцию ( ) ( ) 1
0

ng x x x += − , которая удовлетворяет условиям 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0... 0ng x g x g x′= = = = . 

Рассмотрим теперь отношение ( )
( )

nR x
g x

 на промежутке [ ]0 0,x x δ+ , где 

( )0 0x U xδ+ ∈ . Применяя теорему 4.4.4(Коши), получим 
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0 1

0 1

n nn nR x R xR x R
g x g x g x g

ξ
ξ

′−
= =

′−
, где 0 1x xξ< < . Производя аналогичные вы-

кладки с частным ( )
( )

1

1

nR
g

ξ
ξ

′
′

, получим ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

1 01 2

1 1 0 2

n nn nR R xR R
g g g x g

ξξ ξ
ξ ξ ξ

′ ′′ ′′−
= =

′ ′ ′ ′′−
, где 

0 2 1x ξ ξ< < . Таким же образом, применяя далее теорему Коши, получим 

 ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1
1 2

1
1 2

...
n n

n nn n n n
n n

n

RR x R R R
g x g g g g

ξξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

+

+

′ ′′
= = = = =

′ ′′
, 

где 0 2 1...nx xξ ξ ξ ξ< < < < < < . 

Но ( ) ( ) ( ) ( )1 1n n
nR x f x+ +=  и ( ) ( ) ( )1 1 !ng x n+ = + , поэтому 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
1

1

n
n

n n
R

R x g x
g

ξ

ξ

+

+
= =

( ) ( )
( ) ( )

1
1

01 !

n
nf

x x
n

ξ+
+−

+
. 

Аналогично рассматривается случай, когда [ ]0 0,x x xδ∈ − . ◄ 
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Замечание. Остаточный член вида ( )
( ) ( )
( ) ( )

1
1

01 !

n
n

n
f

R x x x
n

ξ+
+= −

+
 называют ос-

таточным членом в форме Лагранжа. 
 
Теорема 4.5.3. Пусть существует ( ) ( )0

nf x . Тогда формула Тейлора будет 

иметь вид ( ) ( ) ( )( )0
n

nf x P x o x x= + −  при 0x x→ . 

► Применяя теорему 4.4.4 (Коши) к функциям ( )nR x  и ( ) ( )0
ng x x x= −  

на промежутке [ ]0 0,x x δ+ , аналогично тому, как это было сделано в теореме 

4.5.2, получим ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1
1 0

1 0!

n n
n n nn

n

R R xR x
g x n x

ξ
ξ

− −
−

−

−
=

−
, где 0 1 1...nx xξ ξ−< < < < . Отсю-

да ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
0 0

1 1
1 0

00 0 1 00

1lim lim 0
! !

n n
nn n nn

nnx x x x n

R R xR x
R x

n x nx x

ξ
ξ

− −
−

→ + → + −

−
= = =

−−
, так как 

1 0n xξ − →  при 0x x→ . Следовательно, ( ) ( )( )0
n

nR x o x x= − . ◄ 

 
Замечание. Такой вид остаточного члена называется остаточным членом в 
форме Пеано. 
 
Теорема 4.5.4. Пусть существует ( ) ( )0

nf x  и при 0x x→  справедливо равенст-

во ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
0 1 0 2 0 0 0... n n

nf x a a x x a x x a x x o x x= + − + − + + − + − . Тогда 

( ) ( )0 , 0,1,2,...,
!

k

k
f x

a k n
k

= = . 

► Так как существует ( ) ( )0
nf x , то справедлива формула Тейлора с оста-

точным членом в форме Пеано. Таким образом,  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

2
0 1 0 2 0 0 0

0 0
0 0 0 0

...

... .
1! !

n n
n

n
n n

a a x x a x x a x x o x x

f x f x
f x x x x x o x x

n

+ − + − + + − + − =

′
= + − + + − + −

 

Переходя к пределу при 0x x→  в последнем равенстве, получим 
( )0 0a f x= . Отбрасывая равные члены и сокращая это равенство на 0x x− , при-

дем к равенству  ( ) ( ) ( )( )1 1
1 2 0 0 0... n n

na a x x a x x o x x− −+ − + + − + − =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 10 0
0 0... .

1! !

n
n nf x f x

x x o x x
n

− −′
= + + − + −  
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Опять устремляя 0x x→ , получим ( )0
1 1!

f x
a

′
=  и, продолжая таким обра-

зом, получим 
( ) ( )0 , 0,1,2,...,

!

k

k
f x

a k n
k

= = . ◄ 

Замечание. Из этой теоремы следует, что представление функции в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
0 1 0 2 0 0 0... n n

nf x a a x x a x x a x x o x x= + − + − + + − + −  единственно. 

 
Упражнение. Докажите, что если функция ( )f x  четная, то ее многочлен Тей-
лора в точке 0 0x =  содержит только четные степени, а если ( )f x  - нечетная, то 
этот же многочлен содержит только нечетные степени. 
 
 
5.3. Разложение основных элементарных функций по формуле Тейло-
ра - Маклорена 

Если 0 0x = , то формула Тейлора называется формулой Маклорена. Если 

функция имеет ( ) ( )0nf , то формула Маклорена имеет вид 

( )
( ) ( ) ( )

0

0
, 0

!

kn
k n

k

f
f x x o x x

k=
= + →∑ . 

Получим формулы Маклорена для основных элементарных функций. 
 
1) ( ) xf x e= . 

Функция дифференцируема бесконечное число раз, причем производная 

n -го порядка равна ( )( )nx xe e= . Поэтому ( ) ( ) ( ) ( )0 0 ... 0 1nf f f′= = = =  и фор-
мула Маклорена имеет вид 

( )
2

1 ...
1! 2! !

n
x

n
x x xe R x

n
= + + + + + , 

где ( ) ( )
1, 0 1

1 !

x
n

n
eR x x

n

θ
θ+= < <

+
. 

 
2) ( ) shf x x= . 

Эта функция также дифференцируема бесконечное число раз и 

( )( ) ch , ,
sh

sh , .
n x n нечетное

x
x n четное

−⎧
= ⎨ −⎩

 

Поэтому ( ) ( ) ( )20 0 0kf f= =  и ( ) ( )2 1 0 1,kf k− = ∈ , и 

( ) ( )
3 2 1

2 1sh ...
1! 3! 2 1 !

m

m
x x xx R x

m

−

−= + + + +
−

, 
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 где ( ) ( )
( )

( )
2 2

2 1
sh

2 2 ! 2 !

x x
m m

m
xe eR x x x

m m

θ θ θ−

−
−

= = . 

3) ( ) chf x x= . 
Формула Маклорена для этой функции выводится аналогично предыду-

щей и имеет вид 

( )
( )

( )
2 2

2 1ch
ch 1 ...

2! 2 ! 2 1 !

m
mxx xx x

m m
θ += + + + +
+

. 

4) ( ) sinf x x= . 

Как было сказано в  пункте 3.1,  ( )( )sin sin
2

n nx x π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, поэтому 

( ) ( ) ( )20 0 0kf f= =  и ( ) ( ) ( ) 12 1 0 1 ,kkf k−− = − ∈ . Отсюда 

( ) ( )
( )
( )

3 2 1
1 2sin

sin ... 1
1! 3! 2 1 ! 2 !

m
m mx mx x xx x

m m
θ π−

− +
= − + + − +

−
. 

5) ( ) cosf x x= . 
Эта формула получается аналогично предыдущей и имеет вид 

( ) ( )

( )

( )
2 2

2 1

2 1
cos

2
cos 1 ... 1

2! 2 ! 2 1 !

m
m m

m
x

x xx x
m m

π
θ

+

+⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠= − + + − +
+

. 

 
 
6) ( ) ( )ln 1f x x= + . 

( )( )( ) ( ) ( )
( )

11 1 !
ln 1

1

n
n

n
n

x
x

−− −
+ =

+
, поэтому ( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 0, 0 1 1 !nnf f n−= = − −  и 

( ) ( ) ( )
( )( )

2 3 1
1

1ln 1 ... 1 1
2 3 1 1

n n
n n

n
x x x xx x

n n xθ

+
−

++ = − + − + − + −
+ +

. 

 
7) ( ) ( )1f x x α= + . 

( )( )( )
( ) ( )( )1 1 ... 1 1

n nx n xα αα α α −+ = ⋅ − − + + . Отсюда ( ) ( )0 1, 0f f α′= = , 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 ... 1kf kα α α= ⋅ − ⋅ − +  и 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )

2

1
1

1 1 ... 1
1 1 ...

1! 2! !
1 ... 1

.
1 !

n

n
n

n
x x x x

n
n x

x
n

α

α

α α α α αα

α α α θ − −
+

− − − +
+ = + + + + +

− − +
+

+
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Функцию ( )1 x α+  будем называть биномом или биномиальной функци-
ей. Ясно, что формула бинома Ньютона получается из формулы Маклорена для 
биномиальной функции при α ∈ . 

Отметим частные случаи формулы Маклорена для биномиальной функ-
ции: 

а) Если 1α = − , то формула примет вид 

( ) ( )21 1 ... 1
1

n n
nx x x R x

x
= − + − + − +

+
. 

б) Если в последней формуле заменить x  на x− , то получим 

( )21 1 ...
1

n
nx x x R x

x
= + + + + +

−
. 

Замечания 
 
1.  Во всех формулах остаточный член написан в форме Лагранжа, но его 
можно было бы написать в форме Пеано, например, 

( ) ( )21 1 ... 1 , 0
1

n n nx x x o x x
x
= − + − + − + →

+
. 

2.  В формулах для четных или нечетных функций степень x  у остаточного 
члена можно увеличить на 1. Например, 

( ) ( )
3 2 1

2 1sh ...
1! 3! 2 1 ! 2 2 1 !

m x x
mx x x e ex x

m m

θ θ− −
++

= + + + +
− +

. 

Это возможно, так как многочлен Маклорена для нечетной функции должен 
иметь только нечетные степени, следовательно, слагаемое со степенью 2mx  
будет равно нулю. 
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§6 Правило Лопиталя 
Докажем несколько теорем, которые объединяются под общим названием 

«правило Лопиталя» и которые позволяют находить пределы частного. 

6.1. Неопределенность вида 0
0

 

Теорема 4.6.1. Пусть функции ( )f x  и ( )g x   
1) определены на промежутке [ ],a b ; 
2) ( ) ( ) 0f a g a= = ; 
3) существуют правосторонние производные ( )f a′  и ( )g a′ , причем 

( ) 0g a′ ≠ . 

Тогда существует ( )
( )

( )
( )0

lim
x a

f x f a
g x g a→ +

′
=

′
. 

► Так как существуют правосторонние производные функций ( )f x  и 
( )g x  в точке x a= , то для x a>  справедлива формула Тейлора при 1n = , кото-

рая будет иметь вид: 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), .f x f a x a o x a g x g a x a o x a′ ′= − + − = − + −  

Тогда ( )
( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )
( )0 0 0

lim lim lim
x a x a x a

o x a
f af x f a x a o x a f ax a

o x ag x g a x a o x a g ag a
x a

→ + → + → +

−
′ +′ ′− + − −= = =

−′ ′− + − ′ +
−

. 

◄ 
Замечание. Аналогично можно доказать, что, если функции ( )f x  и ( )g x  

имеют n  производных в точке x a= , ( ) ( ) ( ) ( )1... 0nf a f a f a−′= = = = , 

( ) ( ) ( ) ( )1... 0ng a g a g a−′= = = =  и ( ) ( ) 0ng a ≠ , то ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )0

lim
n

nx a

f x f a
g x g a→ +

= . 

Теорема 4.6.2. Пусть функции ( )f x  и ( )g x  
1) определены на промежутке ( ),a b ; 
2) ( ) ( )

0 0
lim lim 0

x a x a
f x g x

→ + → +
= = ; 

3) на промежутке ( ),a b  существуют производные ( )f x′  и ( )g x′ , при-
чем ( ) 0g x′ ≠ ; 

4) существует ( )
( )0

lim
x a

f x
A

g x→ +

′
=

′
 (конечный или бесконечный). 

Тогда существует ( )
( )0

lim
x a

f x
A

g x→ +
= . 
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► Доопределим функции ( )f x  и ( )g x , полагая ( ) ( ) 0f a g a= = , и возь-
мем некоторое значение ( ),x a b∈ . Тогда на промежутке [ ],a x  для данных 
функций выполнены все условия теоремы 4.4.4 (Коши) и 
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f x f x f a f c
g x g x g a g c

′−
= =

′−
, где a c x< < . 

Если 0x a→ + , то и 0c a→ + , поэтому ( )
( )

( )
( )0 0

lim lim
x a c a

f x f c
A

g x g c→ + → +

′
= =

′
. ◄ 

Замечания 
 
1. Аналогично можно доказать, что при очевидных изменениях в условиях тео-

ремы 4.6. 1 будет выполнено ( )
( )

( )
( )0

lim
x a

f x f a
g x g a→ −

′
=

′
 или ( )

( )
( )
( )

lim
x a

f x f a
g x g a→

′
=

′
, а в тео-

реме 4.6.2 ( )
( )0

lim
x a

f x
A

g x→ −
=  или ( )

( )
lim
x a

f x
A

g x→
= . 

2. Теорема 4.6.2 будет верна и в случае, если a = +∞  или a = −∞ . Для доказа-

тельства нужно сделать замену переменной по формуле 1x
t

= . 

 

6.2. Неопределенность вида ∞
∞

 

Теорема 4.6.3. Пусть функции ( )f x  и ( )g x  определены и дифференцируемы 
на промежутке ( ),a +∞ , причем ( ) 0g x′ ≠  на этом промежутке. Допустим 

также, что ( ) ( )lim lim
x x

f x g x
→+∞ →+∞

= = ∞  и существует конечный ( )
( )

lim
x

f x
A

g x→+∞

′
=

′
. 

Тогда существует ( )
( )

lim
x

f x
A

g x→+∞
= . 

► Найдем 1 aσ >  такое, чтобы 1x σ∀ >  выполнялись неравенства 
( ) 1f x >  и ( ) 1g x > . Тогда 1x σ∀ >  будет ( ) 0f x ≠  и ( ) 0g x ≠ . 

Затем возьмем некоторое число 0ε >  и найдем 2 aσ >  такое, чтобы 

2x σ∀ >  было выполнено ( )
( )2 2

f x
A A

g x
ε ε′

− < < +
′

. 

Тогда для всех ( )1 2max ,x σ σ σ> =  будут выполнены все вышеперечис-
ленные условия. 
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Фиксируем некоторое число 0x σ>  и возьмем 0x x> . Тогда на промежут-
ке [ ]0,x x  для данных функций выполнены условия теоремы 4.4.4 (Коши). Сле-

довательно, существует число ( )0,c x x∈  такое, что ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0

0

f x f x f c
g x g x g c

′−
=

′−
. 

Преобразуем левую часть этого равенства следующим образом: 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )
( )
( )

0

0

00

1

1

f x
f x f x f x f x

g xg x g x g x
g x

−
−

= ⋅
−

−
. Так как точка 0x  фиксирована, то будет вы-

полнено ( )
( )

( )
( )

0 0lim lim 0
x x

f x g x
f x g x→+∞ →+∞

= =  и, следовательно, 

( )
( )
( )
( )

0

0

1
lim 1

1
x

f x
f x

g x
g x

→+∞

−
=

−
, и то-

гда 

( )
( )
( )
( )

( )
0

0

1
1

1

g x
g x

x
f x
f x

α
−

= +
−

, где ( ) 0xα →  при x →+∞ . Тогда можно найти чис-

ло 0 0xσ >  такое, что если 0x σ> , то ( ) 2

2
x

A

ε
α ε<

+
. Теперь можно оценить ча-

стное ( )
( )

f x
g x

. Сначала преобразуем его следующим образом: 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
0

0

1
1

f c xf x f xf x
x

g x g x g x g c
α

α
′ +−

= ⋅ + =
′−

. Оценим полученную дробь 

при 0x σ>  сверху: 
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )
1

1 2 22 2 2
f c x

A x A A x A A
g c

α ε ε ε ε εα α ε
′ + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞< + + ≤ + + + < + + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  
и снизу:  

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( )

1
1

2 2 2

.
2 2

f c x
A x A A x

g c

A A x A

α ε ε εα α

ε ε α ε

′ + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞> − + > − − − ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞≥ − − + > −⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Таким образом, по 0ε >  мы нашли 0σ  такое, что если 0x σ> , то выпол-

няется неравенство ( )
( )

f x
A A

g x
ε ε− < < + , что означает, что ( )

( )
lim

x

f x
A

g x→+∞
= . ◄ 

Замечания 
1. Теорема 4.6.3 верна и тогда, когда x →−∞ . 
2. Теорема 4.6.3 верна и тогда, когда x a→ , где a  - конечная точка и когда 
A = +∞  или A = −∞ . 
3. В теореме 4.6.3 можно потребовать только чтобы ( )lim

x
g x

→+∞
= ∞ , не на-

кладывая такого же условия на функцию ( )f x . Тогда, если существует конеч-

ный или определенного знака бесконечный ( )
( )

lim
x

f x
A

g x→+∞

′
=

′
, то существует 

( )
( )

lim
x

f x
A

g x→+∞
= . 

4. В теоремах §6 нельзя опустить условие существования ( )
( )

lim
x a

f x
g x→

′
′

. Напри-

мер, sinlim
sinx

x x
x x→∞

−
+

 нельзя вычислить с помощью правила Лопиталя, так как не 

существует ( )
( )

sin 1 coslim lim
1 cossinx x

x x x
xx x→∞ →∞

′− −
=

+′+
. Такой предел легко вычислить с по-

мощью теории бесконечно малых функций: 

sin1sinlim lim 1sinsin 1x x

x
x x x

xx x
x

→∞ →∞

−−
= =

+ +
. 

§7 Исследование функций с помощью пределов и производных 
 
7.1. Исследование функции на монотонность 
 
Теорема 4.7.1. Пусть функция ( )f x  дифференцируема на промежутке ( ),a b . 
Тогда для того, чтобы ( )f x  возрастала на всем промежутке, необходимо и 
достаточно, чтобы ( ) ( )0, ,f x x a b′ ≥ ∈ , и для того, чтобы функция убывала 
на ( ),a b , необходимо и достаточно, чтобы ( ) ( )0, ,f x x a b′ ≤ ∈ . 

► Необходимость. Пусть функция возрастает на ( ),a b . Возьмем точку 
( )0 ,x a b∈  и приращение x∆  такое, чтобы ( )0 ,x x a b+ ∆ ∈ . Тогда, если 0x∆ > , то 

( ) ( )0 0 0
f x x f x

x
+ ∆ −

≥
∆

, так как числитель и знаменатель этой дроби неотрица-
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тельны, и, если 0x∆ < , то ( ) ( )0 0 0
f x x f x

x
+ ∆ −

≥
∆

, так как числитель и знамена-

тель неположительны. Следовательно, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
0 0 0 0 0

lim lim 0
x x

f x x f x f x x f x
f x

x x∆ → + ∆ → −

+ ∆ − + ∆ −
′ = = ≥

∆ ∆
. 

Достаточность. Пусть ( ) 0f x′ ≥  на ( ),a b . Возьмем два значения аргумен-
та ( )1 2, ,x x a b∈ , причем 1 2x x< . Тогда на промежутке [ ]1 2,x x  выполнены все 
условия теоремы 4.4.3 (Лагранжа) и ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1f x f x f c x x′− = − , где 

1 2x c x< < . Так как ( ) 0f c′ ≥  то ( ) ( )2 1 0f x f x− ≥ , следовательно, на промежут-
ке ( ),a b  функция ( )f x  возрастает. 

Аналогично рассматривается убывание функции. ◄ 
 
Замечания 
 
1. Если функция ( )f x  непрерывна на промежутке [ ],a b , дифференцируема на 

( ),a b  и для всех ( ),x a b∈  справедливо неравенство ( ) 0f x′ ≥  ( )( )0f x′ ≤ , то 
функция возрастает (убывает) на [ ],a b . 
2. Если в каждой точке ( ),a b  выполняется неравенство ( ) 0f x′ >  ( )( )0f x′ < , 
то функция строго возрастает (убывает) на ( ),a b . 

Это условие является только необходимым условием строгой монотонно-
сти, например, функция ( ) 3f x x=  строго возрастает на всей вещественной оси, 
но ее производная в точке 0x =  обращается в нуль. 
3. Теорема 4.7.1 остается верна, когда функция непрерывна на промежутке 
( ),a b , но в некоторых точках этого промежутка ее производная бесконечна, 

оставаясь при этом определенного знака. Например, функция ( ) 3f x x=  стро-
го возрастает на всей вещественной оси, но не имеет конечной производной в 
точке 0x = . 

 
Из вышеизложенного следует, что для того, чтобы исследовать функцию 

на монотонность, нужно разделить область определения функции на части точ-
ками, где производная обращается в нуль или где она не существует (конечная). 
Такие точки называют критическими точками. Точки, где производная равна 
нулю, называются стационарными точками. Обращаем внимание читателя на 
то, что эти точки должны принадлежать области определения функции. 
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Пример 1. Исследовать на монотонность функцию ( ) ( )23

2

3
4

x
f x

x
−

=
−

. 

☺ Область определения этой функции ( ) { }| 2D f x x= ≠ ± . Найдем произ-

водную этой функции ( )
( )

( )( )
( )

2

2 22 23 3

14 44 18 8 2
3 3 4 3 3 4

x xx xf x
x x x x

− − −− + −′ = =
− − − −

. 

Критическими точками этой функции будут 14,
2

x x= =  - стационарные 

точки, т.е. точки, где производная равна нулю, и 3x =  - критическая точка, в 
которой не существует конечной производной. Точки 2x = ±  не являются кри-
тическими, так как не входят в область определения функции. 

Изобразим на числовой оси область определения функции и все критиче-
ские точки. Получим ряд промежутков, на каждом из которых исследуем про-
изводную на знак. По этому знаку определим направление монотонности функ-
ции. 

 
Ответ: функция возрастает на каждом из промежутков ( ) ( [ ]1, 2 , 2, , 3,42

⎤−∞ − − ⎦  

и убывает на каждом из промежутков ) ( ] [ )1 ,2 , 2,3 , 4,2
⎡ +∞⎣ . 

 
7.2. Экстремумы функции 

Понятие экстремума было введено в §4. Там же была доказана теорема 
4.4.1 (Ферма), которая дает необходимое условие экстремума дифференцируе-
мой функции: если функция дифференцируема в точке и имеет экстремум в 
этой точке, то ее производная в этой точке равна нулю. Это условие является 
только необходимым, но не достаточным. Примером тому служит функция 
( ) 3f x x= , производная которой равна нулю в точке 0x = , но которая не имеет 

экстремума в этой точке. 
 
Теорема 4.7.2 (первое достаточное условие экстремума) 

Пусть функция определена в точке 0x x=  и в некоторой ее окрестности 
( )0 0,x xδ δ− +  и возрастает на промежутке ( ]0 0,x xδ−  и убывает на проме-
жутке [ )0 0,x x δ+ , то в точке 0x x=  функция имеет максимум. 

Аналогично, если функция убывает на промежутке ( ]0 0,x xδ−  и возрас-
тает на промежутке [ )0 0,x x δ+ , то в точке 0x x=  функция имеет минимум. 

► Допустим, что функция возрастает на промежутке ( ]0 0,x xδ−  и убыва-
ет на промежутке [ )0 0,x x δ+ . 
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Тогда, если ( ]0 0,x x xδ∈ − , то ( ) ( )0f x f x≥ , и, если [ )0 0,x x x δ∈ + , то 
( ) ( )0f x f x≥ , т.е. для всех ( )0 0,x x xδ δ∈ − +  выполняется неравенство 
( ) ( )0f x f x≥ . Это означает, что точка 0x x=  является точкой максимума. 

Вторая часть теоремы доказывается аналогично. ◄ 
 

Следствие. Если функция непрерывна в точке 0x  и дифференцируема в ( )0

o
U xδ  

- проколотой окрестности точки 0x , причем ( ) 0f x′ ≥  на промежутке 
( )0 0,x xδ−  и ( ) 0f x′ ≤  на промежутке ( )0 0,x x δ+ , то в точке 0x  функция 
имеет максимум. 

Аналогично, функция непрерывная в точке 0x  и дифференцируемая в 

( )0

o
U xδ , имеет минимум в точке 0x , если ( ) 0f x′ ≤  на промежутке ( )0 0,x xδ−  
и ( ) 0f x′ ≥  на промежутке ( )0 0,x x δ+ . 

Доказательство очевидно следует из теоремы 4.7.2 и критерия монотон-
ности функции. 
 
Замечания 
1. Если в теореме 4.7.2 или следствии предпо-
ложить строгую монотонность функции, то 
получим строгий экстремум. 
2. Если отказаться от условия непрерывности 
функции в точке 0x , то теорема перестает 
быть верной. Пример такой функции изобра-
жен на рисунке.  
3. Условия, сформулированные в теореме (след-
ствии), являются только достаточными, но не 
являются необходимыми. 
 
Пример 2. На рисунке изображен график 
функции, которая в точке 0x  имеет экстремум 
(максимум), но характер монотонности при пе-
реходе через эту точку не меняется. 
 

Пример 3.  Функция ( )
2 12 cos , 0,

0, 0

x x
f x x

x

⎧ ⎛ ⎞+ ≠⎪ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎨
⎪ =⎩

 будет иметь минимум в 

точке 0x = , так как ( ) 0f x ≥ , но знак ее производной, равной 
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1 12 2 cos sinx
x x

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, в достаточно малой окрестности нуля будет определяться 

слагаемым 1sin
x

 и, следовательно, будет меняться бесконечное число раз. 

4. Если ( ) 0f x′ ≥  на промежутке ( )0 0,x xδ−  и ( ) 0f x′ ≤  на промежутке 
( )0 0,x x δ+ , то будем говорить, что в точке 0x  производная ( )f x′  меняет 
знак с «+» на «-» и наоборот, если ( ) 0f x′ ≤  на промежутке ( )0 0,x xδ−  и 

( ) 0f x′ ≥  на промежутке ( )0 0,x x δ+ , то будем говорить, что в точке 0x про-
изводная меняет знак с «-» на «+». 

 
Очевидно, что точки, в которых производная может менять знак, – это 

критические точки функции, поэтому для исследования функции на экстремум 
находят критические точки и смотрят, как меняется знак производной.  

Вернемся к примеру 1. В 

точке 1
2

x =  производная меняет 

знак с «+» на «-», следовательно, 
в этой точке функция имеет мак-
симум. Отметим, что эта точка 
является стационарной, т.е. про-
изводная в ней равна нулю, по-
этому касательная к графику 
функции параллельна оси абс-
цисс. Такой экстремум будем на-
зывать гладким. 

В точке 3x =  производная 
меняет знак с «-» на «+», поэтому 
в этой точке функция имеет ми-
нимум, но производная в этой 
точке бесконечна, т.е. касатель-
ная к графику параллельна оси 
ординат. График функции приве-
ден справа.  

Экстремумы подобного рода (т.е. в точках, где не существует конечной 
производной) будем называть острыми. 
 
Теорема 4.7.3 (Второе достаточное условие экстремума) 

Пусть 0x  - стационарная точка функции ( )f x  и пусть существует 
( )0f x′′ . Тогда  

a) если ( )0 0f x′′ > , то 0x  - точка строгого минимума функции, и, 
б) если ( )0 0f x′′ < , то 0x  - точка строгого максимума функции. 
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► Если в точке 0x  существует ( )0f x′′ , то можно написать формулу Тей-
лора 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 20 0
0 0 0 0 0,

1! 2!
f x f x

f x f x x x x x o x x x x
′ ′′

= + − + − + − → . 

Так как ( )0 0f x′ = , а ( )0 0f x′′ ≠ , то последнее равенство можно переписать в 

виде ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )20
0 0 1

2!
f x

f x f x x x xα
′′

= + − + , где ( ) 0xα →  при 0x x→ . Най-

дем 0δ >  такое, чтобы для всех ( )0x U xδ∈  выполнялось неравенство 

( ) 1
2

xα < , тогда для этих значений x  будет верно ( )1 0xα+ >  и, таким обра-

зом, знак разности ( ) ( )0f x f x−  будет совпадать со знаком ( )0f x′′ . Следова-
тельно, если ( )0 0f x′′ > , то ( ) ( )0f x f x> , и 0x  - точка минимума, и, если 

( )0 0f x′′ < , то ( ) ( )0f x f x< , и 0x  - точка максимума. ◄ 

Замечание. Аналогично можно доказать, что, если существует ( ) ( )0
nf x  и 

( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 0... 0nf x f x f x−′ ′′= = = = , но ( ) ( )0 0nf x ≠ , то,  

a) если n  - нечетное, то точка 0x  не является экстремумом, и, 
b) если n  - четное, то в точке 0x  функция имеет экстремум, причем, ес-

ли ( ) ( )0 0nf x > , то минимум, и, если ( ) ( )0 0nf x < , то максимум. 
 

7.3. Наибольшее и наименьшее значения функции 
 
Пусть функция задана на промежутке [ ],a b  и непрерывна на нем. Тогда, 

согласно второй теореме Вейерштрасса (теорема 4.4.5), она достигает там сво-
его наибольшего и наименьшего значений. Очевидно, что эти значения могут 
не совпадать с экстремальными значениями. Поэтому экстремальные значения 
часто называют локальными экстремумами функции, т.е. локальным макси-
мумом или локальным минимумом. 

Часто возникают задачи, в которых нужно найти наибольшее и (или) 
наименьшее значения функции на некотором промежутке. Если этот промежу-
ток замкнутый, функция на нем непрерывна, имеет конечную или бесконечную 
производную и промежуток можно разбить на конечное число частей, на каж-
дой из которых производная сохраняет постоянный знак, то пользуются сле-
дующим правилом нахождения наибольшего и наименьшего значений функ-
ции: Находим критические точки функции на этом промежутке, вычисляем 
значения функции в критических точках и на концах этого промежутка. Тогда 
самое большое из вычисленных значений будет наибольшим, а самое малень-
кое – наименьшим значениями функции на этом промежутке. 



165 
 

Пример 4. В треугольник с основанием a  и высотой h  вписан прямоугольник 
так, что основание прямоугольника лежит на основании треугольника, а две его 
другие вершины лежат на боковых сторонах треугольника. Найти стороны 
прямоугольника наибольшей площади. 

☺ Пусть ,PQ x MP y= = . Тогда пло-
щадь прямоугольника S xy= . Из подобия 
треугольников ABC  и MBN  получим про-

порцию AC BE
MN BF

=  или a h
x h y
=

−
, откуда 

можно выразить x : ( )a h y
x

h
−

= .  

Тогда площадь прямоугольника будет 
задана, как функция аргумента y : 

( ) ( )aS y h y y
h

= − , заданная на отрезке 

[ ]0,y h∈ . Найдем производную этой функции ( ) ( )2aS y h y
h

′ = − . 

На промежутке [ ]0,h  существует одна стационарная точка функции 

2
hy = , в которой значение функции равно 

4
ah . Значения функции на концах 

промежутка ( ) ( )0 0S S h= = . Следовательно, наибольшее значение функции 

равно 
4

ah , когда высота прямоугольника 
2
hy = , а длина его основания равна 

2
ax = . ☻ 

 
 
7.4. Выпуклость и вогнутость. Точки перегиба 
 
Определение 4.7.1. Пусть функция ( )f x  определена на промежутке ( ),a b . 
Будем говорить, что она выпукла вниз (выпукла) на этом промежутке, если 

для любых ( )1 2, ,x x a b∈  выполнено неравенство ( ) ( )( )1 2
1 2

1
2 2

x xf f x f x+⎛ ⎞ ≤ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

и выпукла вверх (вогнута), если для любых ( )1 2, ,x x a b∈  выполнено неравенст-

во ( ) ( )( )1 2
1 2

1
2 2

x xf f x f x+⎛ ⎞ ≥ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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Рассмотрим график функции ( )f x  на 
промежутке ( ),a b . Возьмем две точки на 
этом графике с абсциссами 1x  и 2x . Тогда 

1 2
2

x xf +⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 - значение функции в точке 

1 2
2

x xx +
= , которая является серединой от-

резка [ ]1 2,x x , а ( ) ( )( )1 2
1
2

f x f x+  - ордината 

середины хорды, соединяющей точки графи-
ка ( )( )1 1 1,M x f x  и ( )( )2 2 2,M x f x . Таким об-
разом, выпуклость функции вниз означает, 
что для любых точек 1M  и 2M , лежащих на 
графике функции, середина хорды 1 2M M  бу-
дет лежать не ниже точки графика 

1 2 1 2
0 ,

2 2
x x x xM f⎛ + + ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
, а выпуклость вверх означает, что середина этой хорды 

лежит не выше точки 0M . 
Если в определении выпуклости поставить строгие неравенства, то гово-

рят о строгой выпуклости. 
 
Теорема 4.7.4 (Достаточное условие выпуклости) 

Пусть на ( ),a b  существует ( )f x′′ . Тогда, если ( ) ( )0, ,f x x a b′′ ≥ ∈ , то 
на этом промежутке функции выпукла вниз, и, если ( ) ( )0, ,f x x a b′′ ≤ ∈ , то 
функция выпукла вверх. 

► Пусть ( ) ( )0, ,f x x a b′′ ≥ ∈ . Возьмем ( )1 2, ,x x a b∈  и предположим, что 

1 2x x< . Обозначим 1 2
0 2

x xx +
=  и 0 1 2 0h x x x x= − = − . Тогда по формуле Тейлора  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 21
1 0 1 1 0, ,

1! 2!
f x f c

f x f x h h c x x
′ ′′

= − + ∈   и  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 22
2 0 2 0 2, ,

1! 2!
f x f c

f x f x h h c x x
′ ′′

= + + ∈ . 

Складывая эти равенства, получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

1 2 0 1 22
2
hf x f x f x f c f c′′ ′′+ = + + . Так как вторая производная 

функции в любой точке промежутка неотрицательна, то ( ) ( ) ( )1 2
02

f x f x
f x

+
≥ , 

а это означает, что функция выпукла вниз. ◄ 
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Замечание. Если ( ) 0f x′′ >  ( )( )0f x′′ <  на ( ),a b , то функция строго выпукла. 
Это условие является только достаточным. 

 
Определение 4.7.2. Пусть в точке 0x  функция име-
ет первую производную (конечную или бесконеч-
ную). Тогда, если при переходе через эту точку 
функция меняет направление выпуклости, то точ-
ка 0x  называется точкой перегиба. 
 

Теорема 4.7.5. Пусть функция в точке 0x  имеет первую производную (конеч-
ную или бесконечную), и при переходе через эту точку ее вторая производная 
меняет знак. Тогда точка 0x  - точка перегиба функции. 

Доказательство этой теоремы следует из теоремы 4.7.4. 
 
Замечание. Очевидно, точки перегиба нужно искать в тех точках области 
определения функции, где существует первая производная и где вторая произ-
водная обращается в нуль или не существует. 
Пример 5. Исследовать функцию ( ) ( )3 3 22f x x x= −  на выпуклость и точки 
перегиба. 

☺ Первая производная этой функции равна ( ) ( ) ( )2

3

2 11 4
3

x x
f x

x
− −

′ = , а 

вторая   ( )
( )( )2

3 4

2 88 64 8

9

x x x
f x

x

− − −
′′ = . Отметим на числовой оси точки, в ко-

торых можно ожидать перегиб функции: 1 2 3,4
4 3 30, 2,

11
x x x ±
= = =   и знак 

второй производной на полученных промежутках.  

 
Получим: функция выпукла вверх на каждом из промежутков 

4 3 3 4 3 3, , ,2
11 11

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +
−∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 и выпукла вниз на каждом из промежутков 

( )4 3 3 4 3 3,0 , 0, , 2,
11 11

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +
+∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. Точками перегиба будут 2x =  и 4 3 3

11
x ±
= . 

Примерный вид графика данной функции представлен на рисунке. ☻ 
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В заключение приведем свойство выпуклой функции, которое для диф-

ференцируемой функции можно положить определением выпуклости. 
 
Теорема 4.7.6. Пусть функция дважды дифференци-
руема на промежутке ( ),a b  и ( ) 0f x′′ ≥ . Тогда на 
этом промежутке график функции лежит не ниже 
касательной, проведенной к этому графику в любой 
точке с абсциссой на данном промежутке. 

► Пусть 0x  - абсцисса точки графика, в которой 
проведена касательная. Тогда уравнение этой каса-
тельной будет ( ) ( )( )0 0 0y f x f x x x′= + − . 
Представим функцию по формуле Тейлора в виде 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )20 0 0 02
f c

f x f x f x x x x x
′′

′= + − + − , где c  

лежит между x  и 0x . Тогда 
( ) ( ) ( )( )( ) ( )0 0 0 касf x f x f x x x f x y′− + − = − =

( ) ( )20 0
2

f c
x x

′′
= − ≥ . А это означает, что точки графика функции лежат не ниже 

соответствующих точек касательной. ◄ 
Аналогично, если ( ) 0f x′′ ≤ , то точки графика будут лежать не выше 

соответствующих точек касательной. 
 
Замечания 
1. Можно доказать, что, если функция имеет на промежутке первую конеч-
ную производную, то для ее выпуклости вверх необходимо и достаточно, что-
бы ее график лежал над ее касательной, проведенной в любой точке этого 
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промежутка (или на ней). Аналогично, для выпуклости вниз необходимо и дос-
таточно, чтобы график лежал под такой касательной. (доказательство см. в 
[1], т.1) 
2. Из определения точки перегиба следует, что в точке перегиба существует 
касательная к графику функции и график лежит по разные стороны от этой 
касательной. 
 
7.5. Асимптоты графика функции 
Определение 4.7.3. Пусть функция ( )f x  определена при x σ> . Прямая 
y kx b= +  называется наклонной асимптотой графика функции ( )f x , если 
( ) ( )1 ,f x kx b o x= + + →∞ . 

Определение 4.7.4. Прямая 0x x=  называется вертикальной асимптотой 
функции ( )f x , если ( )

0

lim
x x

f x
→

= ∞ . 

Пример 6. Найдем асимптоты графика функции ( )
2

2
x xf x
x
+

=
−

. 

☺ Выделяя из дроби целую 

часть, получим ( ) 63
2

f x x
x

= + +
−

. Так 

как 6 0
2x
→

−
 при x →∞ , то прямая 

3y x= +  будет наклонной асимптотой 
графика данной функции. 

Далее, 
2

2
lim

2x

x x
x→

+
= ∞

−
, поэтому 

вертикальная прямая 2x =  будет вер-
тикальной асимптотой графика этой 
функции. ☻ 

 
Для нахождения коэффициентов k  и b  в уравнении асимптоты можно 

получить формулы. Для этого сначала равенство ( ) ( )1f x kx b o= + +  разделим 
на x  и устремим x  к бесконечности. Тогда получим 

( )lim
x

f x
k

x→∞
= . 

 Теперь перейдем к пределу в разности ( ) ( )1f x kx b o− = + . Получим 

( )( )lim
x

b f x kx
→∞

= − . 

Очень часто указанные пределы не существуют, но существуют односто-
ронние пределы. Тогда говорят о наклонной асимптоте на +∞  или −∞ , или об 
односторонней вертикальной асимптоте. 
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Пример 7. Найти асимптоты графика функции ( )
1

xf x xe= .  
☺ Сначала найдем ее наклонные 

асимптоты. Используя формулу Тейлора, 
представим функцию в виде 

( ) ( )
1 1 11 1 1xf x xe x o x o

x x
⎛ ⎞⎛ ⎞= = + + = + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

Следовательно, прямая 1y x= +  будет на-
клонной асимптотой нашей функции. 

Вертикальные асимптоты следует ис-
кать там, где функция имеет разрыв, т.е. в 
нашем случае в точке 0x = . С помощью правила Лопиталя найдем предел 

 

1
1

21 1

0 0 0 02

1
, 0 0,

lim lim lim lim1 1 0, 0 0.

x
x

x x
x x x x

e xe xxe e
xx x

→ → → →

⎛ ⎞−⎜ ⎟ +∞ → +⎧⎛ ⎞ ⎝ ⎠= = = = ⎨⎜ ⎟ → −⎝ ⎠ − ⎩
  

Следовательно, прямая 0x =  является правосторонней асимптотой графика 
нашей функции. ☻ 
Пример 8. Найти асимптоты графика функции  

( ) 2 22 2f x x x x x= + + + − + . 
☺ Функция определена на всей вещественной 

оси и не имеет точек разрыва. Поэтому вертикаль-
ных асимптот нет. 

Для нахождения наклонных асимптот исполь-
зуем формулу Тейлора: 

( ) 2 2
1 2 1 21 1f x x x
x xx x

= + + + − + =

2 2
1 1 2 1 1 1 2 1 11 1 2
2 2

x o o x o
x x x x xx x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + + − + + = + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
( )2 1x o= + .  Это означает, что функция имеет две наклонные асимптоты 

2y x= , если x →+∞  и 2y x= − , если x →−∞ . ☻ 
Если угловой коэффициент наклонной асимптоты равен нулю, то получа-

ется горизонтальная асимптота, которую мы будем считать частным случа-
ем наклонной. В этой ситуации достаточно сразу искать ( )lim

x
b f x

→∞
= , если он 

конечен.  

Например, функция, рассмотренная в примере 1, ( ) ( )23

2

3
4

x
f x

x
−

=
−

 имеет 

горизонтальную асимптоту 0y = , так как 
( )
( )

23

2

3
lim 0

4x

x
k

x x→∞

−
= =

−
 и  
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( )23

2

3
lim 0

4x

x
b

x→∞

−
= =

−
.  

Очевидно, что асимптоты графика функ-
ции характеризуются следующим свойством: 
Расстояние от точки ( ),M MM x y , лежащей на 
графике до асимптоты стремится к нулю при ус-
ловии, что точка графика уходит в бесконеч-
ность, т.е. 2 2

M Mx y+ →∞ . 
 
 
7.6. Исследование функции и построение графика 

Изучение поведения функции целесообразно проводить по следующему 
плану: 
1. Найти область определения функции и ее точки разрыва. 
2. Отметить такие свойства, как четность, нечетность, периодичность (если они 
есть). 
3. Вычислить первую производную и найти промежутки возрастания и убыва-
ния функции, а также ее экстремумы. 
4. Найти вторую производную и исследовать функцию на выпуклость. Найти 
точки перегиба функции. 
5. Найти асимптоты графика функции. 
6. Если надо, найти дополнительные точки, например, точки пересечения гра-
фика с координатными осями. 
7. Построить график. 

Пример 9. Исследовать функцию ( )
( )

3

21
xf x

x
=

−
. 

☺ 1) Область определения этой функции ( ) ( ) ( ),1 1,D f = −∞ ∪ +∞ . Точка 
1x =  - точка разрыва функции. 

2) Функция не является ни четной, ни нечетной. 
3) Исследуем функцию на монотонность и экстремумы. Для этого найдем про-

изводную: ( ) ( )
( )

2

3
3

1

x x
f x

x

−
′ =

−
 и исследуем ее знак. 

 
Функция возрастает на промежутке ( ),1−∞  и на промежутке [ )3,+∞ , и 

убывает на промежутке ( ]1,3 . В точке 3x =  функция имеет минимум, причем 

( ) 273
8

f = . 
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4) Исследуем выпуклость этой функции. Найдем ее вторую производную: 

( )
( )4

6
1
xf x

x
′′ =

−
 и исследуем ее знак.  

 
Функция выпукла вверх на промежутке ( ),0−∞  и выпукла вниз на каж-

дом из промежутков ( )0,1  и ( )1,+∞ . Точка 0x =  - точка перегиба функции и 
( )0 0f = . 

5) Найдем асимптоты графика функции. Сначала возьмем точку разрыва функ-
ции и найдем предел функции при x , стремящемся к этой точке: 

( )

3

21
lim

1x

x
x→

= +∞
−

, следовательно, прямая 1x =  является вертикальной асимпто-

той графика. Для нахождения наклонной 
асимптоты выделим целую часть из дро-

би ( )
( ) ( )

3

2 2
3 22

1 1
x xf x x

x x
+

= = + +
− −

. Так 

как 
( )2
3 2lim 0

1x

x
x→∞

+
=

−
, то прямая 2y x= +  

является наклонной асимптотой. 
6) Теперь можно построить график 
функции. ☻ 
 

Пример 10. Исследовать функцию ( )
2

3
2

xf x
x

=
+

. 

☺ 1) Область определения этой функции ( ) ( ) ( ), 2 2,D f = −∞ − ∪ − +∞ . 
Точка 2x = −  является точкой разрыва этой функции. 
2) Функция не является ни четной, ни нечетной. 

 
3) Исследуем функцию на монотонность и экстремумы. Найдем производную: 

( )
( )43

4

3 2

xf x
x x

+′ =
+

 и исследуем ее знак. 

 
Функция возрастает на промежутке ( ], 4−∞ −  и на промежутке [ )0,+∞ , и 

убывает на промежутке [ )4, 2− −  и на промежутке ( ]2,0− . Точка 4x = −  - точка 
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максимума, причем ( )4 2f − = − , а точка 0x =  - точка острого минимума. 
( )0 0f = . 

4) Исследуем функцию на выпуклость. Найдем вторую производную. 

( )
( )( )

( )743

2 4 2 3 4 2 3

9 2

x x
f x

x x

− + − + +
′′ =

+
 и исследуем ее знак 

 
Функция выпукла вниз на промежутке ( ), 4 2 3−∞ − −  и на промежутке 

( )2, 4 2 3− − + , и выпукла вверх на каждом из промежутков 

( ) ( )4 2 3, 2 , 4 2 3,0− − − − +  и ( )0,+∞ . Точки 4 2 3x = − ±  являются точками 

перегиба. ( )4 2 3 0,6f − + ≈  и ( )4 2 3 2,1f − − ≈ − . 

5) Прямая 2x = −  является вертикальной 
асимптотой графика, так как 

2
3

2
lim

2x

x
x→−

= ∞
+

. Для удобства построения 

графика, найдем односторонние пределы: 
2

3
2 0

lim
2x

x
x→− −

= −∞
+

 и 
2

3
2 0

lim
2x

x
x→− +

= +∞
+

. 

Наклонных асимптот нет, так как 
( ) 3f x x∼  при x →∞ . 

6) Построим график (отмечены точки пе-
региба). ☻ 
Пример 11. Построить кривую, заданную параметрически: 

( ) ( )
2 2 9,
1 1

t t tx t y t
t t

− +
= =

+ −
. 

☺1) Кривая определена при 1t ≠ ± , т.е. состоит из трех ветвей: для 
( ), 1t∈ −∞ − , для ( )1,1t∈ −  и для ( )1,t∈ +∞ . 

2) Найдем сначала асимптоты кривой.  
x →−∞ , 5,5y →−  при 1 0t →− − , и x →+∞ , 5,5y →−  при 1 0t →− + , следова-
тельно, прямая 5,5y = −  является горизонтальной асимптотой. 

Аналогично, если 1 0t → − , то 1
2

x → , y →−∞ , и, если 1 0t → + , то 1
2

x → , 

y →+∞ , следовательно, прямая 1
2

x =  является вертикальной асимптотой. 
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Обе переменные x  и y  стремятся к бесконечности только при t →∞ . По-
этому параметры наклонной асимптоты найдем при t →∞ : 

( )
( )

( )( )
( )

2

2

9 1
lim lim 1

1t t

t t ty t
k

x t t t→∞ →∞

− + +
= = =

−
 и 

( ) ( )( )
2 2 2

2
9 8 9lim lim lim 1

1 1 1t t t

t t t t tb y t kx t
t t t→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + +
= − = − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. Отсюда, пря-

мая 1y x= +  - наклонная асимптота кривой. 
3) Найдем производные от функций ( )x t  и ( )y t  по переменной t : 

( ) ( )
( )2

2

1

t t
x t

t

+
′ =

+
 и ( ) ( )( )

( )2
4 2

1

t t
y t

t

− +
′ =

−
, и две первые производные от y  по x : 

( )( )
( )

2

2
4 1

1
x

t t
y

t t

− +
′ =

−
, при 2t ≠ −  и ( ) ( )

( )( )

3

33

1 16 4

2 1
xx

t t
y

t t t

+ −
′′ =

+ −
. 

Исследуем функции ( )x t  и ( )y t  на монотонность. 

         
Так как функции ( )x t  и ( )y t  определяют функцию ( )y x  на тех промежутках 
изменения переменной t , где ( )x t  монотонна, то можно сказать, что в нашем 
случае мы имеем три функции: ( )1y x  при ( ], 2t∈ −∞ − , ( )2y x  при 

[ ) ( ]2, 1 1,0t∈ − − ∪ −  и ( )3y x  при [ )0,t∈ +∞ . 
Найдем некоторые точки, лежащие на кривой: 
( ) ( )( )1 2 4, 2 5M x y− = − − = − ;  ( ) ( )( )2 0 0, 0 9M x y= = − , 

3
1 1 1 11,
4 20 4 4

M x y⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
, ( ) ( )4

164 , 4 7
5

M x y⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Теперь составим сводную таблицу изменения параметров искомой кривой  
t  ( )x t  ( )y t  

( ), 2−∞ −  ( )x t  возрастает от −∞  до 4−  ( )y t  возрастает от −∞  до 5−  
( )2, 1− −  ( )x t  убывает от 4−  до −∞  ( )y t убывает от 5−  до 5,5−  
( )1,0−  ( )x t  убывает от +∞  до 0  ( )y t  убывает от 5,5−  до 9−  
( )0,1  ( )x t  возрастает от 0  до 1

2  ( )y t  убывает от 9−  до −∞  

( )1,4  ( )x t  возрастает от 1
2  до 16

5  ( )y t  убывает от +∞  до 7  

( )4,+∞  ( )x t  возрастает от 16
5  до +∞  ( )y t  возрастает  от 7  до +∞  
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При 4t =  производная 0xy′ =  и меняет знак с «-» на «+», поэтому соот-
ветствующая точка кривой является точкой минимума.  

При 0t =  производная xy′ = ∞ , поэтому найдем ( )
( )( )

2

2
1

, 2
4 1

y
t t

x t
t t

−
′ = ≠ −

− +
. 

В точке 0t =  эта производная равна нулю и меняет знак с «-» на «+», поэтому 
эта часть кривой, рассматриваемая как функция ( )x x y= , имеет минимум в со-
ответствующей точке. 

При 2t = −  производной xy′  не существует, но существуют ее предельные 

значения справа и слева, равные 1
3 . 

4). Исследуем на знак вторую производную xxy′′ : 

 
На промежутках ( ) ( ), 2 , 1,0−∞ − −  и ( )1 ,14  кривая выпукла вверх, на про-

межутках ( ) ( )12, 1 , 0, 4− −  и ( )1,+∞  кривая выпукла вниз. При 1
4t =  вторая 

производная xxy′′  равна нулю и меняет знак, следовательно, в соответствующей 
точке кривая имеет перегиб. Строим график функции.☻ 
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§8 Векторная функция скалярного аргумента 
 
8.1. Определения 
Определение 4.8.1. Если каждому значению t G∈ , где G ⊂ , ставится в соот-
ветствие вектор ( )r t  трехмерного пространства, то будем говорить, что на 

множестве G  задана векторная функция ( )r t  скалярного аргумента t  или 

вектор-функция ( )r t . 
Если в пространстве задана прямоугольная система координат, то задание 

векторной функции ( )r t  равносильно заданию трех координатных функций 

( ) ( ),x t y t  и ( )z t . Это можно записать в виде ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,r t x t y t z t=  или, ис-

пользуя координатные орты, ( ) ( ) ( ) ( )r t x t i y t j z t k= + + .  

Если ( ) 0,z t t G= ∈ , то функцию ( )r t  называют двумерной. 

Будем считать, что начало вектора ( )r t  находится в начале координат, 

т.е. векторы ( )r t  являются радиус-векторами. Тогда множество концов этих 
векторов называют годографом вектор-функции. 

Символом ( )r t  будем обозначать длину вектора ( )r t , т.е. 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2r t x t y t z t= + + . 
 
8.2. Предел и непрерывность 
Определение 4.8.2. Вектор a  называют пределом вектор-функции ( )r t  при 

0t t→ , если ( )
0

lim 0
t t

r t a
→

− = . 

Записывать этот факт будем следующим образом ( )
0

lim
t t

a r t
→

= . 

Теорема 4.8.1. Вектор ( )1 2 3, ,a a a a=  тогда и только тогда будет пределом 

вектор-функции ( )r t  при 0t t→ , когда 
( ) ( ) ( )

0 0 0
1 2 3, ,t t t t t tx t a y t a z t a

→ → →
⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ . 

► Пусть ( )
0

lim
t t

a r t
→

= , т.е. ( )
0

lim 0
t t

r t a
→

− = . Тогда ( )
0

1t tx t a
→

⎯⎯⎯→ , 

( ) ( )
0 0

2 3,t t t ty t a z t a
→ →

⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→  так как 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
1 1 2 3x t a x t a y t a z t a− ≤ − + − + − , 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
2 1 2 3y t a x t a y t a z t a− ≤ − + − + − , 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
3 1 2 3z t a x t a y t a z t a− ≤ − + − + − . 
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Обратно, если ( ) ( ) ( )
0 0 0

1 2 3, ,t t t t t tx t a y t a z t a
→ → →

⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ , то 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
0

2 2 2
1 2 3 0

t t
r t a x t a y t a z t a

→
− = − + − + − → . ◄ 

Очевидно, что для векторной функции выполнено утверждение: для того 
чтобы вектор a  был пределом вектор-функции ( )r t  при 0t t→  необходимо и 

достаточно, чтобы вектор-функцию можно было представить в виде 
( ) ( )r t a tγ= + , где ( )

0

0
t t

tγ
→
→ .  

Свойства пределов вектор-функции 
Свойство 1. Если ( )

0

lim
t t

r t a
→

= , то ( )
0

lim
t t

r t a
→

= . 

Доказательство следует из неравенства ( ) ( )r t a r t a− ≤ − . 

Свойство 2. Равенство ( )
0

lim 0
t t

r t
→

=  равносильно равенству ( )
0

lim 0
t t

r t
→

= . 

В одну сторону это свойство следует из свойства 1, а в обратную из опре-
деления предела вектор-функции. 
Свойство 3. Если ( )r t  - векторная функция, а ( )f t  - скалярная функция аргу-
мента t G∈ , причем ( )

0

lim
t t

r t a
→

=  и ( )
0

lim
t t

f t A
→

= , то ( ) ( )( )
0

lim
t t

f t r t A a
→

⋅ = ⋅ . 

► По критерию того, что число A  является пределом функции ( )f t , по-
лучим ( ) ( )f t A tβ= + , где ( ) 0tβ →  при  0t t→ . 

Аналогично, ( ) ( )r t a tγ= + , где  ( )
0

lim 0
t t

tγ
→

= . Тогда 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )f t r t A t a t A a t a A t t tβ γ β γ β γ⋅ = + + = ⋅ + + + , 

причем   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t a A t t t t a A t t tβ γ β γ β γ β γ+ + ≤ + + , 
так как каждая компонента правой части стремится к нулю, то 
( ) ( ) ( ) ( ) 0t a A t t tβ γ β γ+ + → , следовательно, ( ) ( )( )

0

lim
t t

A a f t r t
→

⋅ = ⋅ . ◄ 

Свойство 4. Если ( )
0

1 1lim
t t

r t a
→

=  и ( )
0

2 2lim
t t

r t a
→

= , то  

a) ( ) ( )( )
0

1 2 1 2lim
t t

r t r t a a
→

+ = + ; 

б) ( ) ( )( )
0

1 2 1 2lim
t t

r t r t a a
→

⋅ = ⋅ ; 

в) ( ) ( )( )
0

1 2 1 2lim
t t

r t r t a a
→

× = × . 

► Формула a) очевидно следует из того, что по условию можно записать 
( ) ( )1 1 1r t a tγ= +  и ( ) ( )2 2 2r t a tγ= + , где ( ) ( )

0 0
1 2lim lim 0

t t t t
t tγ γ

→ →
= = . 

  Для доказательства формулы б) используем эти же представления век-
торных функций и свойства скалярного произведения: 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

1 2 2 1 1 2

r t r t a a a t a t a a

a t a t t t

γ γ

γ γ γ γ

⋅ − ⋅ = + + − ⋅ =

= ⋅ + ⋅ + ⋅
 

Так как выполнено неравенство ( )a b a b⋅ ≤ , то правая часть разности 

стремится к нулю. 
Формула  в) доказывается аналогично, так как ( )a b a b× ≤ . ◄ 

Определение 4.8.3. Вектор-функцию ( )r t  будем называть непрерывной в 
точке 0t t= , если ( ) ( )

0
0lim

t t
r t r t

→
= . 

Пусть дана вектор-функция ( )r t , определенная в некоторой окрестности 
точки 0t t= . Разность ( ) ( ) ( )0 0 0r t r t t r t∆ = + ∆ −  будем называть приращением 
вектор-функции ( )r t  в точке 0t t= .  

Очевидно, что вектор-функция непрерывна в точке 0t t=  тогда и только 
тогда, когда ( )00

lim 0
t

r t
∆ →

∆ = . 

Очевидно также, что непрерывность векторной функции в точке 0t t=  
равносильна непрерывности в этой точке координатных функций 
( ) ( ) ( ), ,x t y t z t . 

 
8.3. Производная и дифференциал 

Определение 4.8.4. ( )0

0
lim
t

r t
t∆ →

∆
∆

, если он существует, называют производной 

вектор-функции ( )r t  в точке 0t t=  и обозначают ( )0r t′ , ( )0r t
i

,  или ( )0dr t
dt

. 

Таким образом, ( ) ( ) ( )0 0
0 0

lim
t

r t t r t
r t

t∆ →

+ ∆ −
′ =

∆
. 

Из свойств пределов следует, что ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0, ,r t x t y t z t′ ′ ′ ′= . 

Из определения производной получим ( ) ( ) ( )0 0r t r t t t tγ′∆ = ∆ + ∆ ∆ , где 

( )
0

lim 0
t

tγ
∆ →

∆ = . Отсюда следует непрерывность векторной функции в каждой 

точке, где эта функция имеет производную. 
Произведение ( )0r t t′ ∆  будем называть дифференциалом векторной 

функции, а функцию, имеющую дифференциал, - дифференцируемой. 
Выясним геометрический смысл производной векторной функции. 
Пусть ( )r t  векторная функция, дифференцируемая в точке 0t t= , причем 

( )0 0r t′ ≠ . На годографе функции ( )r t  построим точки ( )0 0 0 0, ,M x y z  и 
( )1 1 1 1, ,M x y z , где ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, ,x x t y y t z z t= = =  и ( )1 0x x t t= + ∆ , ( )1 0y y t t= + ∆ , 

( )1 0z z t t= + ∆ . Тогда прямая 0 1M M  называется секущей, а вектор 
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( ) ( ) ( )0 0 0 0 1r t r t t r t M M∆ = + ∆ − =  - вектором 

секущей. Если ( )0 0r t′ ≠ , то в некоторой окре-

стности точки 0t t=  вектор ( )0 0r t∆ ≠  и отно-

шение ( )0 0
r t

t
∆

≠
∆

. Тогда параметрическое 

уравнение секущей можно записать в виде 

( ) ( ) ( )0
0 ,

r t
r r t

t
λ λ λ

∆
= + ∈

∆
. 

При 0t∆ →  точка 1M  будет перемещать-
ся по кривой и стремиться к точке 0M . При 
этом секущая будет поворачиваться и стремится занять предельное положение, 
которое мы будем называть касательным. Таким образом, если существует 
( )0 0r t′ ≠ , то, переходя к пределу в уравнении секущей, получим уравнение ка-

сательной ( ) ( ) ( )0 0 ,r r t r tλ λ λ′= + ∈  или в канонической форме 

( ) ( ) ( )
0 0 0

0 0 0

x x y y z z
x t y t z t
− − −

= =
′ ′ ′

. 

Таким образом, мы доказали, что ( )0r t′  - вектор касательной к годогра-
фу функции ( )r t  в точке ( )0 0 0 0, ,M x y z  и, что этот вектор существует, если 

( )0 0r t′ ≠ . 
Замечание. Иногда под понятием «касательная» понимается касательный 
вектор. Так как график обычной функции можно понимать, как кривую, задан-
ную параметрически (где в качесве параметра берется x ), то при таком под-
ходе, то при таком подходе функция не будет иметь касательную в точках, 
где ее производная бесконечна, но знак этой бесконечности не определен. 
 
Теорема 4.8.2. Если функции ( )1r t , ( )2r t  и ( )f t  имеют производные в точке t , 
то в этой точке справедливы формулы 

a) ( )1 2 1 2r r r r′ ′ ′+ = + ; 

б) ( )f r f r f r′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅ ; 

в) ( )1 2 1 2 1 2r r r r r r′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅ ; 

г) ( )1 2 1 2 1 2r r r r r r′ ′ ′× = × + × . 
Доказательство теоремы легко следует из определения производной и 

свойств скалярного и векторного произведений, и предоставляются читателю. 
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В 2009 году Университет стал победителем многоэтапного конкурса, в резуль-
тате которого определены 12 ведущих университетов России, которым при-
своена категория «Национальный исследовательский университет». Мини-
стерством образования и науки Российской Федерации была утверждена Про-
грамма развития государственного образовательного учреждения высшего 
профессионального образования «Санкт-Петербургский государственный уни-
верситет информационных технологий, механики и оптики» на 2009–2018 го-
ды. 

 
КАФЕДРА ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ 

Кафедра высшей математики (ВМ) была организована в 1931 году. Пер-
вым заведующим кафедрой был профессор Г.Д. Гродский. С конца 1936 года 
кафедрой ВМ заведовал профессор И.П. Натансон, известный специалист по 
теории функций действительной переменной. В 1944 году заведующим кафед-
рой ВМ становится профессор В.А. Тартаковский (1901-1973), замечательный 
математик и педагог. Владимир Абрамович Тартаковский является одним из 
крупнейших советских алгебраистов. Им получены пользующиеся мировой 
известностью результаты по проблеме тождества в теории бесконечных групп. 
Известность получили также его работы по использованию теоретико-
числовых методов в теории изгибания поверхностей, теории диофантовых 
уравнений.  

Обладая исключительной энергией, В.А. Тартаковский уделял много 
внимания научной и общественной работе. Ещё в тридцатые годы он в составе 
комиссии Hapкoмпроca участвовал в разработке программы по математике для 
средней школы. В течение долгого времени был членом президиума учебно-
методического совета при Министерстве высшего и среднего специального 
образования СССР, входил в комиссию по реформе математического образо-
вания в стране. Был одним из инициаторов проведения среди школьников Ле-
нинграда первой математической олимпиады. В.А. Тартаковский участвовал в 
организации Ленинградского отделения математического института им. В.А. 
Стеклова и был первым его директором.  

В разное время на кафедре ВМ преподавали академик В.И. Смирнов, 
член-корреспонпент АН АН СССР Д.К. Фаддеев, проф. И.С. Соминский, проф. 
Ф.И. Харшиладзе, проф. А.Ф. Андреев, проф. Ю.В. Аленицын, проф. И.А. Мо-
лотков. В 1979 году кафедру возглавил доктор технических наук, профессор 
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В.Г. Дегтярёв, специалист по теории устойчивости и теории движения косми-
ческих аппаратов. С 1997 года кафедрой руководит доктoр физико-
математических наук, профессор И.Ю. Попов, в область научных интересов 
которого входят теория рассеяния, теория операторов, моделирование слож-
ных физических систем.  

Кафедра ВМ осуществляет обучение студентов всех специальностей 
университета по дисциплине “Высшая математика” и читает ряд специальных 
дисциплин математического цикла. Кафедра ведет подготовку бакалавров и 
магистров по направлению “Прикладная математика и информатика”. Кафедра 
ВМ является самой большой кафедрой в университете по числу преподавате-
лей. Среди её сотрудников 8 докторов и 19 кандидатов наук. Преподаватели 
кафедры активно участвуют как в фундаментальных исследованиях по мате-
матике и теоретической физике, так и в прикладных научно-технических ис-
следованиях, принимают активное участие в работе российских и междуна-
родных научных конференций, выступают с докладами и преподают за рубе-
жом. За последние 5 лет сотрудниками кафедры опубликовано более 300 работ 
в отечественных и зарубежных научных изданиях. Областью научных интере-
сов профессора А.Г.Петрашеня является теория взаимодействия излучения с 
веществом, оптика и спектроскопия. Профессор В.П. Смирнов – специалист по 
теории твёрдого тела и применению теории групп в квантовой механике. Про-
фессор Жук  В.В. – один из ведущих в мире ученых в области дифференци-
альных уравнений. Профессор В.Ю. Тертычный занимается теорией опти-
мального управления механическими системами. Профессор Уздин  В.М. яв-
ляется известным специалистом в физике магнитных наносистем. Профессор 
Мирошниченко  Г.П. активно занимается изучением взаимодействия излуче-
ния с веществом. Область научных интересов профессора Качалова  А.П. – со-
временные методы теории дифракции.  
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