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ГЛАВА 2.
Логика предикатов

В общих рассуждениях присутствуют не только факты, но и закономерности (правила).

 Пример 

      Если животное-хищник, то оно опасно.  - правило

       Крокодил –хищник.                                  – известный факт-высказывание

      Следовательно, крокодил опасен.            – предполагаемый факт-высказывание 

В логике высказываний можно построить интуитивно равнозначное рассуждение в виде фактов

       Хищники (p) опасны (m)    - правило  (pm)

        Крокодил(i)-хищник (p)         - высказывание  (ip)

        Следовательно, крокодил(i) опасен ( m )
-высказывание (im)

Можно доказать, что конкретно в этих фактах рассуждение построено правильно, но не ясно, будет ли это справедливо для других фактов, не очевидно, что выводы и рассуждение эквивалентны.

Знание – новый факт, который следует из общих правил и известных фактов.

Для  получения новых фактов-знаний необходимо 

1) Знать и учитывать, для всех ли животных  правило истинно.

2) Перейти к конкретизации правила на основе известных фактов

Современная логика (Г.Фреге) использует для обозначения общих свойств и отношений, обозначающих множество конкретных фактов, функциональное отображение-предикат.               

 Выбирается предметная область определения - конечное или бесконечное  множество (универсальный класс) объектов W и некоторое свойство P объектов из W. 

Р(x) – символическое обозначение этого свойства называется одноместным предикатом, где P-предикатный символ, xЄW - переменная (аргумент) предиката.

P(x)=(x обладает свойством P) – утверждение, которое может быть истинным или ложным в засисимости от конкретного значения аргумента.

Если выбрана область определения W, выбрано содержание предикатного символа P и выбрана подстановка значения переменной из области определения, то для предиката выбрана интерпретация. K-подмножество W, где утверждение P(x) истинно. Свойство определяет подмножество (класс) объектов (K  W) 

Пример,

P(x) = (x целое  ) ,  xЄW – множество действительных чисел. K-класс целых чисел.

 В частности, при подстановке конкретного значения C=5 из K в p(x) , получаем истинное по смыслу  утверждение P(5)=(5 – целое число)=Т, при подстановке произвольного значения из W , например, x/5.5 и 5.5 не принадлежит К

P(5.5)=(5.5 – целое число)=F
Правило подстановки :

Значения из W  обозначаются буквами (A,B,C, ..), подстановки p(x/A)=p(A), p(B),p(C) являются 0-местными предикатами - фактами ( высказываниями), которые могут быть заменены символическими обозначениями - атомами, принимающими згачения {T,F}:  p(A)=A, p(B)=B, p(C)=С.

Предикат P(x) представляет множество истинных или ложных утверждений (фактов) при условии, что аргумент x пробегает значения из области интерпретации.

2.1. Формулы с одноместными предикатами.


Одноместные предикаты и соответствующие классы  могут быть интерпретированы множествами и представлены графиками-диаграммами Венна, что позволяет  получить представление о  структуре   объекта, определяемого двумя и более  свойствами.

Определения.

1) Универсальный класс универсум W  обозначает предметную область.

Одноместный предикат p(x) – характеристическая функция, подмножество K  W, где предикат p(x) – истинный, называется экзистенциалом.

Операция дополнения некоторого подмножества К до единичного W (W\К) интерпретирует отрицание предиката в логике  p(x)  и обозначает класс в W, в котором p(x) ложно.
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            C=p(c)/cЄK





                                                                                                       p(х)/W-K
При подстановке значения x/с из W простые высказывания  С=p(c) и  C=p(c) принимают альтернативные значения.

Пример.

  p(x) = (x целое  ) ,  xЄW – множество действительных чисел.

p(5)= T, p(5)=F.

Утверждение 1.

Всевозможные интерпретации одноместного предиката p(x) в W разделяют область интерпретации  не более, чем на два подмножества (21), в одном p(x) истинно , а в другом-ложно. При этом для любой интерпретации  c єW, p(c) =С є{T , F}. 

2)Два предикта p(x), q(x) определяют два свойства в W.

Интерпретация  двух предикатов на диаграммах Венна.

                                                                                                       r(x)/R
                        

                                                                                                         p(x) /P

Утверждение 2.

Всевозможные интерпретации одноместных предикатов p(x) и q(x) разделяют область интерпретации W не более, чем на 4 подмножества (22). При любых интерпретациях каждое из подмножеств представляет подмножество значений x, для которых предикаты p(p)=p и q(q)=q принимают значения pq= {ТТ=11, FF=00,TF=10,FT=01}. 

Интерпретация и определение двухместных логических связок на диаграммах

                                                                                                       r(x)/R
 Коньюнкция-пред. q(x)=r(x)&p(x)

                        Q=  R ∩ P
                                                                                                         p(x) /P

Предикат q(x) истинный, если r(x) и p(x) истинны. Экзистенциал – Q=R∩ P пересечение соответсвующих экзистенциалов.

Пример: Пусть p(х) = (х делится на 2),  q(х) = (х делится на 5)

Q(x)=p(х) & q(x) – формула с предикатами, область истинности которой совпадает с утверждением (х делится на 10), в котором оба предиката истинны.


Дизъюнкция   q(x)=r(x)  p(x)







предикат







          R v P



x[0,5 - 20]







   



((x  0,5)(x=0,5)) =(x>=0.5)                                                W
Предикат q(x) истинный, если r(x), p(x) или r(x)&p(x)  истинны. Экзистенциал Q=(R v P)– объединение  соответсвующих экзистенциалов.

         Импликация -предикат 

                                             q(x)=  r(x) p(x)  =r(x) v p(x),    

  Истинно для  объектов, где свойство r(x) ложно  или свойство p(x) истинно.

Соответвующая формула для экзистенциала Q= (W\R)P
                                                                                 W\RP
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W\R
Аналогичным образом можно интерпретировать и определить другие логические связки – эквивалентность, исключающее ИЛИ.

3) Три предиката p(x), q(x), r(x) определяют три свойства в W.

Утверждение 3.

Всевозможные интерпретации одноместных предикатов p(x),q(x),r(x) в W разделяют область интерпретации  не более, чем на 8 подмножеств (23), для которых двоичные переменные, обозначающие возможные значения предикатов, pqr={000,001,…111} представляют каждое из подмножеств .

Следствие 1. Любую формулу логики с 3 одноместными предикатами можно интерпретировать на диаграммах Венна в виде экзистенциала соответсвующего предиката.

Несмотря на то, что формулу с 4 и более предикатами интерпретировать диаграммами невозможно, по индукции можно принять за истинное следующее утверждение.

Утверждение 4.

Всевозможные интерпретации одноместных предикатов P1(x), …PN(x) в W разделяют область интерпретации  не более, чем на 2N подмножеств , для которых наборы значений булевских переменных p1..pN представляют каждое из подмножеств .

По аналогии с Wff-формулами в логике высказываний будем называть Wff-формулами в логике предикатов формулы, состоящие из предикатов, правильно попарно соединенных связками.

Wff-формулы с предикатами также являются предикатами (аналогия с Wff формулами высказываний) – область предикатов замкнута относительно применимых к ним связок (операций).

Рассмотренный ранее пример рассуждения можно записать  Wff-формулой с предикатами

       Если животное-хищник p(x), то оно опасно q(x).   p(x)q(x)

       Крокодил –хищник. p(с)                                 

      Следовательно, крокодил опасен. q(с)            

                            (p(x)q(x))& p(с) q(с) /xєW={животные}-область интепретации

                                              x/с-крокодил подстановка из W
Определение.

Переменная в формуле свободная , если не используется ни в одном  из предикатов, где она подразумевается, подстановка значения из области интерпретации.

Определение.

Переменная в формуле связанная, если используется хотя бы в одном из предикатов, где она подразумевается, подстановка значения из области интерпретации.

    В формуле     t(x) = (p(x)q(x))& p(с) q(с) переменная x-связанная в t(x) подстановкой x/c в p© и q© и свободна в p(x) и q(x)

В частном случае , свободные переменные в предикатах могут иметь разные обозначения и подразумевать ограниченные и различные области интерпретации. В [Карпов] используются для записи таких рассуждений  ограниченные предикаты. 

Однако дальнейшего развития в приложениях теория ограниченных предикатов не имеет и в рассуждениях можно принять, что рассматривается общая (объединенная) область интерпретация W. Тогда все свободные переменные могут быть обозначены одним символом. При этом   в интерпретациях p(x/c) и q(y/c) два 0-местных предиката не равны, а ограниченные подстановки могут быть заданы ограничивающим предикатом e(x) для q(y)=e(x)&q(x) .

Определение.

Формула замкнута, если переменная связана. В примере t(x)-замкнутая формула.

Следствие 2.

Любую незамкнутую формулу с предикатами  можно интерпретировать на подмножествах из области определения W, рассматривать ее как утверждение относительно свойств некоторого множества и представить соответсвующий экзистенциал формулой с использованием операций на множествах.

Например,  незамкнутая формула  t(x)=(p(x)& q(x)) v r(x) может быть интерпретирована как утверждение (предикат) о свойствах экзистенциала T из W и 

     Q= (P ∩(W\Q)  R, где P,Q,R-экзистенциалы, для которых истинны высказывания о наличии соответствующих свойств p(a)=a, q(b)=b,r(c)=c.

W\Q – экзистенциал-дополнение Q.


Определение.

Формула с предикатами выполнима, если существует интерпретация, где она принимает значение истинно(Т), и общезначима, если истинна(Т) на всех интерпретациях. Используя интерпретацию на подмножествах универсального множества W, интерпретируем выполнимость формулы как существование непустого экзистенциала этой формулы. 

Заменяя предикаты в формуле атомами, кодирующими номера соотвествующих подмножеств из 2N       проверяем выполнимость, решая SAT-проблему.

Утверждение 4а.

Если формула выполнима, то существует, по крайней мере, один набор значений (номер подмножества) из 2N, в котором интерпретация выполнима. Найденный номер определяет свойства (значения соответсвующих предикатов) в этой интерпретации, а интерпретацию можно представить конкретными фактами с тем же значением.

Пример

                    t(x)= ((p(x) v q(x))& r(x)) v q(x)      xєW
                           T=(P v Q)&R v Q – выполнима при pqr=101 – истинные предикаты p(x),r(x) и ложный q(x), 

Если W={студенты} и p(x)=(x из группы 2100), q(x)=(x-отличник), r(x)=(x-рост >180 см), то приходим к содержательной интерпретации и выделенное подмножество студентов - экзистенциал T состоит из студентов (x из группы 2100)&  (x-отличник)& (x-рост >180 см)

Утверждение 4б.

       

Используя интерпретацию на подмножествах универсального множества W, интерпретируем общезначимость формулы с предикатами как тождественную истинность на всех 2N подмножествах области интепретации W. Каждое подмножество кодируется упорядоченным набором значений двоичных переменных – предикатов таким образом, что если формула истинна на этом наборе, то предикаты принимают соответствующие значения из этого набора.  Таким образом, для проверки общезначимости незамкнутой формулы с предикатами достаточно выбрать  

2N  наборов значений для N предикатов, что эквивалентно построению таблицы истинности для формулы высказываний, в которой каждый предикат обозначен атомом. При этом применимы любые алгебраические методы доказательства общезначимости формулы. Будем называть интерпретацию на множествах М-интерпретацией.

   Предыдущий пример проверить на общезначимость

S(x)= ((P(x) v Q(x))& R(x)) v Q(x)      xєW
      S=(P v Q)&R v Q= P&R v Q&R v Q=R - не общезначима.

Для логики предикатов справедливы определения равенства и утверждения о том, что тождество выполняется, если формула с эквивалентностью – общезначимая.

Законы логики предикатов с незамкнутыми формулами представлены тождествами и являются обобщением законов логики высказываний,   могут быть проверены M-интерпретацией.

1) закон коммутативности-     p(x)&q(x)=q(x)&p(x)

2) закон ассоциативности- 

3) идемпотентность –             

4) дистрибутивность-             p(x) v q(x)&r(x)=(p(x) v q(x))(p(x) v r(x))

   5)закон поглощения

8) двойное отрицание 

9) правила де Моргана –     ( p(x)&q(x))=  p(x) v q(x)

10) замена импликации бинарными связками &,V

11) замена эквивалентности

12) замена исключающего ИЛИ

13) законы сокращения –применяются для  упрощения формул 14) правило склеивания – упрощение формулы

15) для характеристической функции универсального множества W и пустого множества  выполняются законы 1 и 0 элементов в M-интерпретации. Если W-эксистенциал, то w(x)=T=1 – характеристическая функция. Если Ф-экзистенциал -пустое множество, то  ф(x)=F=0

    Если Q-экзистенциал предиката q(x), то   W∩Q=Q T&p(x)=p(x)             W V  Q=W   T v p(x)=T
       Ф∩Q=Ф      F &p(x)=F          Ф  V  Q =Q      F v p(x)=p(x)

Следствие.

Булева алгебра применима к незамкнутым формулам с предикатами и возможны алгебраические и упрощающие преобразования формул c предикатами, в частности, приведение их к нормальным КНФ и ДНФ. 

2.2. Формулы с многоместными предикатами.

Двуместный предикат P(x,y) представляет класс K, на котором определено бинарное отношение между объектами из классов A и B. Универсальный класс-область определения предиката W=A*B, (K    A*B), (x,y) Є W. В частном случае , W=A*A=A2.

Выбирая конкретное отношение P(x,y), заменяем его утверждением, которое может быть истинным или ложным в зависимости от значений пары переменных (x,y). Если подставить только одно значение, например,  x/C, то двуместный предикат становится одноместным P(C,y). Если выполнены подстановки констант вместо двух переменных, то P(x/C,y/d)=Сd простое высказывание, истинное или ложное для конкретных значений из W.

Пример 1, P(x,y) = ( x меньше y ) или в более короткой математической записи (x < y) . 


        P(5,y) = (5 < y) – одноместный предикат


        P(4,10) = (4 < 10)=T – высказывание

Пример 2  

Аргументом предиката может быть функция.

Предикат P(y,f(x,z)) при интерпретации на множестве действительных чисел (y=f(x,z))=(y=x*z) является определением функции f(x,z)=x*z.

Предикат P(y,f(x,z)) – любые бинарные отношения (y, f(x.z)) и t=f(x,z)-функциональное отображение в любую область интерпретации, кроме tє{T,F}, поэтому при интерпретации P(y,f(x,z))=P(y,t).

Если принять, что значение функции t=f(x,z) может быть tє{T,F}, то формула  P(y,f(x,z)) относится к логике второго порядка – аргументом предиката P является предикат f. В большинстве практических приложений можно ограничиться формулами логики первого порядка. 

Утверждение 5.

Интерпретация множествами также применима и к двуместным предикатам, где элементами множества W являются пары элементов. Следовательно, для формул с двуместными предикатами применима М-интерпретация. 

Используя правило подстановки, незамкнутую формулу с двуместными предикатами  можно привести к формуле с высказываниями и проверить ее на выполнимость или общезначимость, используя М –интерпретацию.

Пример 1, где рассуждения, формализованные в логике высказываний, могут быть формализованы  в логике предикатов с одной областью определения и представляют более детально сруктуру объектов:

 Если число P делит M*N, то P делит M  или N.

P не делит M ,  число P делит M*N.

Следовательно, P делит N( c ).  

Формула этого рассуждения  с предикатами уточняет структуру рассуждения 

 R(p,f(m,n))(R(p,n) v R(p,m))

R(p,m)&R(p,f(m,n))

----------------------

 R(p,n), где  R(p,n) =(p делит n), f(m,n)=m*n.

Для того, чтобы перейти к высказываниям, выбираем область определения для p,m,n .например, W(x)=(x целое число) и p/P, m/M,n/N – константы из W 

Таким образом, 

R(P,f(M,N))(R(P,N) v R(P,M))= R(P,M*N)(R(P,N) v R(P,M)) =a(b v с) 

R(P,M)&R(P,f(M,N))= R(P,M)&R(P,M*N)= ba
----------------------


R(P,N)=c 

После применения правила подстановки получим формулу высказываний 

      (a(b v с)) ba c =Т при любых интерпретациях формулы с предикатами.

Следствие 1.. Незамкнутая формула с предикатами равносильна  некоторой формуле с высказываниями в М-интерпретации.

 Любая интерпретация эквивалентна подстановке значений истинности предикатов вместо соответствующих атомов в этой формуле высказываний, так как формулы принимают одни те же значения истинности. 

Пример 2., 

          Курс акций падает(a), если ставки растут(b). Если курс падает(a),  то предприниматели разоряются(c) . Пусть ставки растут(b), будут ли разоряться предприниматели(c)?

                   a,b,c –двузначные события,   ((b a)(a c)b) c

Здесь рассуждение состоит из фактов и  записывается в форме высказываний, но при обобщении простых высказываний   предикатами возникает затруднение с выбором области определения и обобщением на  области определения.

Следствие 2.

Таким образом, обобщение произвольных фактов в виде правил и переход к формулам с предикатами не всегда возможны.

Формулы с предикатами могут содержать и символы, обозначающие простые высказывания.
Многоместный предикат P(x1,x2,.. xn) определяет класс n-местных отношений (n>=2) в области определения W=X1*X2*  *Xn    , Xi -множества значений аргументов предиката. В частном случае, ограничиваются при изучении свойств предикатов множеством значений W= X1=X2=,,=Xn
Тогда предикат P(x1,x2,.. xn) определен на множестве Wn. Например, в приложениях к математическим рассуждениям – это множества чисел.

Аргументы предиката - термы.

Определение 1. Термом (t) является :

1) предметная константа cW

2) переменная  х, принимающая значение из W
3) функция f(t1, . . . , tn), принимающая значение из W, где ti – терм.

Если для  термов ti 

1) выбрана область определения W ,

2) конкретные функции, определенные в этой области, 

3)содержание предикатного символа P –свойство или отношение на W,

то для предиката выбрана интерпретация.

n-местный предикат P(x1,x2,.. xn) выполним, если  n – местное отношение истинно в некоторой интерпретации в W. Предикат тождественно-истинный, если принимает значение T на всех интерпретациях. Тождественно-ложный , если не существует интерпретации.

Пример.

Для предиката P(t1 , f(t1, t2)) 

1) выбрать область интерпретации W для переменных и принять t1=х1, t2=х2,  x1,x2 W и константы a,b,c ..W   Пусть W ={a,b,c ..} -   целые числа.

2) выбрать конкретную функцию f(x1, x2)= x1*x2+a,  значения t=f(x1,x2) W 

3)  выбрать конкретное свойство или отношение вместо предикатного символа: 

Р(х1, x1*x2+a)=( х1<(x1*x2+a)) 

. При подстановке x1/1, x2/8, a=2 получим истинное высказывание (1<(1*8+2)).

Утверждение 6. 

Интерпретация множествами также применима и к многоместным предикатам, где элементами множества W являются n-местные отношения элементов. 

Следовательно, для формул с многоместными предикатами применима М-интерпретация. 

Используя правило подстановки, незамкнутую формулу с многоместными  предикатами  можно привести, используя М –интерпретацию, к формуле с высказываниями и проверить ее на выполнимость или общезначимость.

     2.3. Формулы с кванторами.

1.Определение: формула с квантором всеобщности (x)Р(х) истинное высказывание в области интерпретации W, если на всех значениях из  W предикат принимает значение T
(«для всякого хW» ).


Квантор всеобщности –  обобщение  конъюнкции  на всю область интерпретации, т.е. (x)Р(х) = Р(e1)&Р(e2)& . . . &Р(en)=ΠР(ei)/ еiW = Πei / Р(ei)=еi{T,F}

В конечной области W   (x)Р(х)  –   конъюнкция простых высказывании ei 

Высказывание ΠР(ei) истинно только тогда, когда истинны все простые высказывания ei



Примеры высказываний с квантором

(x)Р(х) = (x) (х + х = 2х) = Т,  в области действительных чисел.

(x)Р(х) = (x) (2х = 5) = F, если x из области целых чисел








     i
Если (x)Р(х) истинное высказывание (тавтология), то экзистенциал P= W и P(x) тождественно-истиный   предикат. 

Если (x)Р(х) ложное высказывание, экзистенциал  P -подмножество W, P(x)-выполнимый предикат, в частном случае-тождественно-ложный(противоречие).

Свойство общезначимой импликации – 

Если P(x)Q(x) общезначима, то экзистенциал P(x) - подмножество экзистенциала Q(x).

В формуле с несколькими предикатами и кванторами переменные могут быть связаны или свободны.

Если переменная х в формуле с предикатом находится в области действия квантора, то она  связанная. Область действия обозначается  скобками. 

Если некоторое вхождение переменной х в формуле с предикатом не находится в области действия квантора x, то это вхождение x называется свободным для  квантора. Одна и та же переменная в формуле может быть связанной и свободной.

Пример:  у [xР(х)  q(y)]  q(х), x связана и свободна, y связана

 Для проверки формулы с кванторами на общезначимость может быть использована  М-интерпретация. 

При этом кванторы навешиваются на свободные переменные.  Полученная замкнутая формула заменяется формулой с высказываниями в М-интерпретации и проверяется на общезначимость.

 Рассматривается не одно значение-подстановка, а некоторое количество, заменяющее связку  “всякий”. Для проверки законов достаточно учитывать две разные подстановки констант x/a и x/b для xє W и в соответствующей формуле вместо квантора (x)Р(х) имеем ввиду  произведение высказываний Пj λ(j)=λ(a)λ(b)=ab .

   В формуле     у [xР(х)  q(y)]  q(х) 

                               у [xР(х)  q(y)]  x q(х)   -навешивание

                               Пi [Пj λ1(j) v  λ2(i)] v  Пj λ2(j)   - замена

                                       (ab    v   A) (ab    v   B) v  AB   - М-интерпретация

x(p(x) &ךp(x))= 
[image: image1.wmf]i

P

((j)& ךλ(j))= ((a)& ךλ(a)) ((b)& ךλ(b))=

=a &ךa&b&ךb=F противоречие

“Для всяких целых х справедливо утверждение, что х  четный или  нечетный ”

x(p(x) v ךp(x))=Пj((j) v ךλ(j))=(a v ךa)(b v ךb)=T общезначима,

Для двухместного предиката

                                           xyP(x,y)= Пi Пj  (i,j)=(a,a)(a,b)(b,a)(b,b)=

= Aa &Ab &Ba &Bb
Для многоместного x1 .... xnP(x1,...xn)=Пi.. Пj  (i,..j) – произведение 2n
высказываний для 2n     подстановок значений {a,b} вместо индексов.

2. Определение: Формула с квантором существования (x)Р(х) истинное высказывание, если по крайней мере для одного значения аргумента х из W  предикат истинный («существует х из D)


Квантор существования – обобщение дизъюнкции на область интерпретации W. Если W – конечная область, то (x)Р(х) = Р(e1)  Р(e2)  . . . Р(en)=∑ Р(ei) / еiW = ∑ei / Р(ei)=еi{T,F}


         i
 Р(ei) =еi{T,F}– простое высказывание.

 Высказывание (x)Р(х) истинное и P(x)-выполнимый предикат, 

экзистенциал выполнимого предиката Р - непустое подмножество W  Если высказывание (x)Р(х) ложно, то P(x) невыполнимый (тождественно-ложный) предикат или противоречие, экзистенциал предиката Р - пустое подмножество W.

· Следствие, для анализа на противоречивость формула со свободными переменными должна быть замкнута кванторами  существования, который заменяет сумма для двух значений {a,b} каждой переменной предиката.

 х P(x)= Σ λ(i)= (a) v (b)=avb выполнима

х (p(x) v  ך p(x))= ( (j) v ךλ(j))=(a v ך a) v  (b v ך b) =T общезначима

Для двухместного предиката xyP(x,y)= (i,j)= Aa v Ab v Ba v Bb
В общем случае формулы могут содержать разные кванторы , константы и функции.

Пример  

Формула  рассуждения из примера 1  при обобщении с кванторами 

 m n p [R(p,f(m,n))(R(p,n) v R(p,m))]

(pmR(p,m))

 pmnR(p,f(m,n))

----------------------

   pnR(p,n), где  R(p,n) =(p делит n), f(m,n)=m*n.

2.4. Законы логики предикатов с кванторами.

Новые законы представлены формулами с кванторами и для их подтверждения может быть применена М-интерпретация.

1/ Дизъюнктивное расширение области действия кванторов 

          1)  х р(х)  v  y q(y) = х (р(х)  v  y q(y))= yx (р(х)  v  q(y))

          2)  х р(х)  v  х q(x) = х (р(х)  v  q(x))

       3)  x p(x) v yq(y)  = xy (p(x)  v q(y))= yx (p(x)  v q(y))

     4) x p(x) v x q(x) x (p(x)  v q(x))

1) х р(х)  v  y q(y) = Σλ1(i) v Σλ2(j) = (a v b ) v (A v B ) =  

=   хy (р(х)  v  q(y))  равносильность выполняется 

  Обозначим   A(x,y)=  [ р(х)  v  y q(y) ~ yx (р(х)  v  q(y))]

2) Выполним подстановку   A(x,y/x)= A(x,x)=

=х р(х)  v  х q(x) = Σλ1(i) v Σλ2(i) = (a v b ) v (A v B )   =  

=   х (р(х)  v  q(x))  равносильность (тождество) выполняется и

                                 A(x,y)=A(x,x) с учетом подстановки

3) x p(x) v yq(y)  = Π λ1(i) v Π λ2(j) = ab v AB = F1

xy (p(x)  v q(y)) = Π Π (λ1(i)  v λ2(j) )= Π(λ1(i)  v A )( λ1(i)  v B)=

=(a v A)(b v A)(a v B)(b v B)=F1

Следовательно, A(x,y)= [ x p(x) v yq(y)  = xy (p(x)  v q(y))], (тождество)

  При этом применение кванторов xy коммутативно.

4)Выполним подстановку   A(x,y/x)=A(x,x)= A(x)=  ~
x p(x) v x q(x) = Π λ1(i) v Π λ2(i) = ab v AB =

=(a v A) (a v B) (b v A) (b v B)=F1

x (p(x)  v q(x)) = Π (λ1(i) v λ2(i)) =  (a v A) (b v B)  = F2

F1(x)  F2(x) тождественно-истинное по правилу УК.

x p(x) v x q(x)  x (p(x)  v q(x))   (общезначимая)

Также экзистенциал F1 – подмножество F2 подтверждает, что расширение области действия квантора может быть не эквивалентно

                              A(x,y)   ≠  A(x,x)   при подстановке y/x

Определение. Терм t свободен для замещения y (y/t)  в  A(y), если A(t) и A(y) имеют одинаково ограниченные кванторами вхождения переменных y и t.

В данном случае  A(x,y) ≠ A(x,y/x) и квантор x имеет разные области действия

Следствие.

При интерпретации формул с кванторами с изменением наименования переменной  эквивалентны  (допустимы)  замены-подстановки только для тех переменных , которые свободны для замещения. В противном случае могут быть получены  разные формулы.

Пример (Мендельсон) для многоместных предикатов. 

        1) Пусть A(x,y)= xyp(x,y) при интерпретации xy(x ребенок  y)=T,

Для (x/y), где t=y, A(x/y,y)= yp(y,y) =y(y ребенок y)=F, так как используется недопустимая подстановка (x/y), где y не свободен для замещения-подстановки вместо x/y,  выполнимый предикат становится ложным высказыванием.

Общая формула эквивалентного расширения области действия и вынесения кванторов  -  Kx p(x) v  D=Kx(p(x) v D), D- не содержит свободной x. Можно проверить М-интерпретацией, что все тождества сохраняются.

Если D содержит связанную x, то ее следует переименовать, так как

Kxq(x)=Kyq(y).
Таким образом после переименования приходим к той же формуле

Kуq(y) v B=Ky(q(y) v B), где B не содержит y свободно.

Следовательно,  Kxp(x) v Kxq(y) = KxKy(p(x) v q(y)).

В частном случае, xp(x) v xq(y) = x(p(x) v q(x))
2/Конъюнктивное расширение области действия кванторов

5) x p(x) & y q(y) =x (p(x) &q(y))= xy (p(x) & q(y))= 

=yx (p(x) & q(y))        (тождество)

6) x p(x) & x q(x) = x (p(x) & q(x))    (тождество)

7) х р(х)  &  y q(y) =х (р(х)  &  y q(y))= хy (р(х)  &  q(y))= 

=yx (р(х)  &  q(y))               (тождество)

8) х р(х)  &  х q(x)   х (р(х)  &  q(x))   (общезначимая)

5)     x p(x) & x q(x) = Π (λ1(i) & λ2(i))= x (p(x) &q(x))

7) х р(х)  &  y q(y) = Σλ1(i) & Σλ2(j) = (a v b) & (A v B) =

х y (р(х)  &  q(y)) = Σ Σ (λ1(i) & λ2(j)) = Σ (λ1(i) & A v  λ1(i) & D)=

=aA v aB v bA v bB=(a v b)(A v B)= х р(х)  &  y q(y) - тождество
и  применение кванторов хy коммутативно.

8)    х р(х)  &  x q(x) = Σλ1(i) & Σλ2(i) = (a v b ) & (A v B )= aA v aB v bA v bB=F1

       х (р(х)  & q(x) )= Σ(λ1(i) & λ2(i)) =(aA v bB) =F2

          Экзистенциал F2 подмножество экзистенциала F1, следовательно,   F2  F1. 

     х р(х)  &  х q(x)   х (р(х)  &  q(x))  и  A(x,y) ≠ A(x,y/x)-терм x не свободен для замещения x.
Общая формула эквивалентного расширения области действия и вынесения кванторов  -  Kx p(x) & D=Kx(p(x) & D), D- не содержит свободной x. Можно проверить М-интерпретацией, что все тождества сохраняются.

Если D содержит связанную x, то ее следует переименовать, так как

Kxq(x)=Kyq(y).

Таким образом после переименования приходим к той же формуле

Kуq(y) & B=Ky(q(y) & B), где B не содержит y свободно.

Следовательно,  Kxp(x) & Kxq(y) = KxKy(p(x) & q(y)).

В частном случае, xp(x) & xq(y) = x(p(x) v q(x))
3/ Законы для формул со смешанными кванторами.

9. Общий случай.

Пусть F(p(x),q(y)) – формула c одноместными предикатами

и применяются кванторы в следующем порядке

x yF(p(x),q(y)),  

 Тогда  в М-интерпретации 

            x yF(p(x),q(y)) = ∑∏F(λ1(i),λ2(j)) =   подстановки  i/a , i/b, i/a , i/b   

                                               i  j    

              = F(a,A)*F(a,B) v  F(b,A)* F(b,B)  = xy v zk = F1,

При изменении последовательности применения кванторов 

 yx F(p(x),q(y)) = ∏∑F(λ1(i),λ2(j)) = (F(a,A) v F(b,A))&(F(a,B) v F(b,B))=

                                    j   i
= (x v z)(y v k) =F2

Формулы F1 и F2  не совпадают, причем F1 подмножество F2, следовательно,  F1 F2  и     x yF(p(x),q(y))  yx F(p(x),q(y)) (общезначимая)  и  смешанные кванторы в общем случае не коммутативны . Например, в  x y(p(x) + q(y)) ≠yx (p(x) + q(y))
x= λ1(a)+ λ2(a), y= λ1(a)+ λ2(b), z= λ1(b)+ λ2(a), k= λ1(b)+ λ2(b)
10. Формулы с дизъюнкцией

     F(p(x),q(y))= p(x) v q(y)

x y (p(x)  v q(y))  = ∑∏( λ1(i) v λ2(j))= (a v A)(a v B) v (b v A)(b v B)=

                                       i  j

=a v b v AB

yx (p(x)  v q(y)) = ∏∑( λ1(i) v λ2(j))= ∏ ( ( λ1(a) v λ1(b) v λ2(j))=  

= ∏ (a v b v λ2(j) )= (a v  b vA )(a v b v  B)= a v b v AB

    j  i                           j                                           j                                                                                   

 x y (p(x)  v q(y))= yx (p(x)  v q(y))= y (p(x)  v x q(y)) =

= x (p(x)  v y q(y))                (тождества)               

11. Закон коммутативности для конъюнкции   F(p(x),q(y))= p(x) & q(y)

x y (p(x)  & q(y))  = ∑∏( λ1(i) & λ2(j))= ∑ (λ1(i)&A)&( λ1(i)&B)=

                                       i  j

= aAB v bAB=(a vb)(a v A)(a v B)A(A v B)(B v b)B=(a vb)AB

yx (p(x)  & q(y))= ∏∑( λ1(i) & λ2(j))= ∏(a& λ2(j)) v (b& λ2(j))=

= (aA v bA)(aB v bB)=(a v b)AB

x y (p(x)  & q(y))= yx (p(x)  & q(y))= y (p(x)  & x q(y)) =

= x (p(x)  & y q(y))           (тождества)

12. Проверить коммутативность смешанных кванторов для простой формулы с двухместным предикатом:
 
1)     х Vу р(х,у) =
[image: image2.wmf]i

P

(j,i) ,  i,jМ = {1,2} = {а,в} 

a) примененяя квантор  Vу , получим  ((j,а) &(j,в))

b) применяя квантор х , получим формулу ((а,а) & (a,в)) v ((в,a) & (в,в)). Значения истинностных функций (а,а), (a,в), (в,a), (в,в)  можно обозначить различными булевскими переменными  A,B,C,D, так как в общем случае они не совпадают. 

Следовательно, х Vу р(х,у) =А & В v С & D=(AvC)(AvD)(BvC)(BvD)=F1,

2) ) Vу х р(х,у) =
[image: image3.wmf]i

P

(j,i) =
[image: image4.wmf]i

P

 ((a,i)  v (в,i))= ((а,а)v(в,a))((a,в)v(в,в))=

  =(AvC)(BvD)=F2

Так как F1=F2&f, то F1  F2 по правилу удаления конъюнкции или
х Vу р(х,у)     Vу х р(х,у)

В  (Мендельсон с63) примером опровергается обратное утверждение

                             х Vу р(х,у)     Vу х р(х,у) 

Если р(х,у)=(x<y) для целых +/- чисел х Vу р(х,у)=F, а Vу х р(х,у)=T, 

Смешанные кванторы для двуместных предикатов не коммутативны.

13. Правила де Моргана .с кванторами

xp(x)= x p(x)

xp(x)= xp(x)

          (тождества)

14.  Замена импликации дизъюнкцией 

(x)p(x) v (x)q(x) =(x)p(x) v (x)q(x)= (x)p(x) (x)q(x)

(x)(p(x) v q(x)) =(x)(p(x)  q(x))    (тождества)

(x)(p(x) v q(x)) ( (x)p(x) v (x)q(x)) = (a v A)(b v B)( ab v AB=
= (x)(p(x)  q(x)) ( ((x)p(x) (x)q(x))

(x)(p(x) q(x)) =(x)(p(x) v q(x)) =(x)p(x) v(x) q(x) =

=(x)p(x) v (x) q(x) = (x)p(x)  (x) q(x)   (тождества)

15. Закон существования (ЗС)


(х)r(х)  (х)r(х) =    (общезначимая)

                             = (х)r(x) v (х)r(х) =х(r(x) v r(х))= T. 

2.5. Нормальные формулы с предикатами.

Определение. Формула в приведенной форме (ПФ) не содержит других операций, кроме V, &,  и кванторов, причем отрицание относится только  к предикатам.

Утверждение. Для каждой предикатной формулы существует равносильная  ей  приведенная форма.

 Доказательство состоит в применении правила  де Моргана  и тождественных преобразований, исключающих импликацию и эквивалентность.

Пример, преобразования для исключения эквивалентности .

  (x r(x)   q(y))  =  (x r(x)&q(y)  v  x r(x)& q(y)) =


 (x r(x)&q(y))  &  (x r(x)& q(y)) = ( x r(x)vq(y)))  &  (x r(x) v  q(y)) =(x r(x)vq(y))  &  (xr(x) v q(y) 

Определение: приведенная нормальная форма (ПНФ)

K1x1,K2x2, . . . Knxn (М),

 содержит цепочку кванторов  K1x1,K2x2, . . . Knxn (префикс) и следующую за ней приведенную формулу без кванторов  М(матрица). 

Утверждение.[Мендельсон] Существует эффективная процедура преобразования всякой формулы А в эквивалентную предваренную нормальную форму.

В общем случае могут быть непосредственно использованы рассмотренные ранее законы расширения области действия кванторов с тождествами  в виде
   Kxq(x)=Kyq(y)
        Kуq(y) v B=Ky(q(y) v B), где B не содержит y свободно.

       Kуq(y) & B=Ky(q(y) & B), где B не содержит y свободно.

 и формула должна быть приведена к формуле без импликаций ПФ.

 Целесообразно  учитывать неоднозначность для выбора более простого в последующих применениях преобразования в ПНФ (см. Скулемовскую форму). В частности, целесообразно выбирать преобразование, в котором кванторы   предшествуют кванторам .

Примеры: 

1) (Мендельсон)

x(A(x) y(B(x,y) zC(y,z))) =

преобразование в Приведенную Ф
  = x( A(x)  y(B(x,y) zC(y,z)))=

= x(A(x)(y(B(x,y) v zC(y,z)))=x(A(x) v y(B(x,y)  v zC(y,z))=

   преобразование в Предваренную НФ

=x(A(x) v y(z (B(x,y)  v C(y,z)))=

=xy ( B(x,y)  v zC(y,z) vA(x)) =xy z (C(y,z) v A(x) v B(x,y) )

2) x p(x)  x q(x,y) & z r(z) =    

сначала вынести x во внутренних скобках
=x p(x)x(q(x,y)&zr(z))=xp(x)xz ( q(x,y) & r(z))= с переименованием x/t
=t(z(q(t,y)&r(z)) v x p(x))== tzx(q(t,y) & r(z) v p(x))

3)(Мощенский с.110)

(xR(x) &yQ(x,y))= преобразование в ПФ

  = (zR(z) &yQ(x,y))= z (R(z) &yQ(x,y))= z R(z) vyQ(x,y)=

=z (R(z) vyQ(x,y))= преобразование в ПНФ

   = zy (Q(x,y)v R(z))

4) (Мощенский с.110)

xR(x) v xQ(x,y) = t(R(t) v xQ(x,y))= tx (R(t) v Q(x,y))

2.6. Теории первого порядка.

Теория первого порядка – логическая система с предикатами, в которой выполняются законы логики предикатов и аргументами предикатов могут быть константы, переменные, функции и не могут быть предикаты. 

Аксиомы  теории – общезначимые формулы  логические и собственные.
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Для любых A,B,E- формул теории
 А1)  ААА;


А2)   А(АВ);


А3)   (АВ)(ВА);


А4)   (АВ)(САСВ).

A5) xA(x) A(t), t-терм, свободный для x
           В частности, если x/x свободно, то  xA(x) A(x)

Но если не свободно, то  может быть ошибка в рассуждении

     x( y (x=y))  y(y=y) =F, если x/y или t=y
A6) x(A(x)B)(AxB(x)), A не содержит свободных вхождений 
            Когда нарушено требование , пусть А=В и 


x(A(x) A(x))(A(x)xA(x)),

         тогда x((x-четный)(x -четно)) ((x-четный) x(x-четно))=F
                    (     Т              )    (   (     Т       (         F  ) =F
Исчисление предикатов первого порядка – теория первого порядка, не содержащая собственных (отличных от логических) аксиом и не ограничена область интерпретации. 
В (Мендельсон) приведены примеры других теорий с собственными аксиомами – теория частичного упорядочения или теория групп.

Определение: Модель теории первого порядка – всякая интерпретация (приложение) теории первого порядка в некоторой предметной области. В этой области могут быть собственные законы и специальные символы, обозначающие специальные свойства и отношения и истинны все логические аксиомы.

Правило подстановки.(Новиков)  При замещении (подстановке) переменных высказываний  и переменных предикатов формулами вместо всех вхождений этих переменных общезначимая формула остается общезначимой. 

При этом соблюдаются определенные в [Новиков] ограничения.

(аналогичное правило в логике высказываний без ограничений)
Пример.

1)                    (x)(y)[A v (z)H(z,x)&A]

                 Подстановка A/(z)(t)[A&H(z,t0]



(x)(y)[ (z)(t)(A&H(z,t0) v (z)H(z,x)& (z)(t)(A&H(z,t0)]
2)                    A v (x)F(x)   A/U(x)    U(x) v (x)F(x)  не допустимо
                                             A/U(z)    U(z) v (x)F(x)  допустимо



   (x) (A v F(x))   A/(x)U(x)   (x) ((x)U(x) v F(x)) не допустимо
Также не допустимы подстановки свободных и замкнутых переменных, изменяющих область действия кванторов. Однако всегда возможны подстановки , изменяющие имя переменной.
Вывод в  исчислении предикатов – цепочка формул, полученных из аксиом с применением правил вывода.
1)Правило вывода (МП)  
A,A B     “Если  A, AB  - формулы с предикатами истинные в 
B     интерпретации I, то B (следствие) формула истинная в этой интерпретации”

2)Правило обобщения (Generalization-Gen)
             A(x)      
           x A(x)     “Если  A(x) формула с предикатами истинная в  
           интерпретации I, то xA(x) (следствие) формула истинная в этой интерпретации”

Утверждение о полноте исчисления предикатов.Если в исчислении предикатов формула B выводима (), то В – общезначимая .
Утверждение Геделя: если формула В общезначима, то она является теоремой (т.е. она выводима: В) в исчислении предикатов.

Исчисление предикатов непротиворечиво, т.е  не выводимы B и   B.
Для упрощения преобразований при выводе используются и дополнительные правила как обобщение многократно используемых схем вывода.

Все правила вывода применимы при выводе из гипотез – истинных формул в некоторой интерпретации, в результате вывода Г ‌‌|( B формула B -следствие– истинная формула в этой интерпретации.

3) правило индивидуализации (ПИ)

    xA(x) 

      A(t),      где t – свободные термы для x в А(х), 

                         “ Если xA(x) истинна, то A(t)- истинна в той же интепретации”..

Доказ. (Мендельсон –с81)

     1. xA(x)      - гипотеза

     2. xA(x) A(t)     (4 аксиома)

     3.  A(t)                 (МП 1,2)

В частном случае возможны  следующие подстановки

 - Замыкание квантором всеобщности   x A(x) =  A(x), так как

          ( x A(x) ( A(x))&( x A(x) (  A(x)) общезначимы в А5 и GEN
   - x A(x)  A(в)  , где x/в обобщение УК в логике высказываний

 -   x A(x)  A(f(x)), где x/f(x)

  - x A(x) =  A(y) – переименование

4) правило существования (ПС)

                      A(t) 

                   x A(x) 

 “Если A(t) истинно в некоторой интерпретации, то x A(x) истинно в этой интепретации ”.

Доказ. (Мендельсон)


1. xA(x) A(t)     (4 аксиома)


2. (AB)(BA)   (тавтология)=(xA(x) A(t )) ((A(t )( xA(x) 

3.  A(t)   xA(x)   (МП 1,2)


4.  A(t)  xA(x)       (правило де Моргана)

Частные случаи для различных термов

- A(x)  x A(x)    

- A(в)  x A(x) – обобщение правила ВД в логике высказываний

- A(f(x))  x A(x) 

- A(y)  x A(x)

5) Транзитивное замыкание 3 и 4 правила - закон существования (ЗС) в виде

    (х)A(х)  (х)A(х) ,  можно использовать М-интерпретацию этого правила

6) Правило выбора С(choice)

x A(x) 

 A(в)  

“Если x A(x) истинна, то A(в) истинно 

Допускается только единовременное применение этого правила, имеющего смысл подстановки некоторой константы из D, принимающей произвольное значение. После этого правила не допускается применение правила обобщения Gen .
               1.   x yA(x,y)  гипотеза
                2.    yA(x,y)        правило индивидуализации А5


3.
A(x,b)             C- правило


4.
xA(x,b)        GEN

5.
yxA(x,y)    правило существования

6.
xyA(x,y)(y(x)A(x,y)  по теореме дедукции – если U(B,       то  (U(B
              Но ранее доказывалось (стр 16) М-интерпретацией, что это не верно и общезначимо  x yA(x,y)(yxA(x,y).

Примеры вывода.

1.    x (p(x)  q(x)),x p(x)


                     x q(x)

1) x (p(x)  q(x))   (гипотеза);

2)Vx p(x) (гипотеза);

3) x p(x)   (ЗС к 2)

4) xp(x)  x q(x)   (тождественная замена 1)

5) xq(x)       (МП к 2,4)

2.      x(p(x)  q(x)) ,p(a)_

                       q(a)
1) x (p(x))q(x))   гипотеза;

2) p(x)q(x)      (ПИ к 1)

3) x (p(x) q(x))   (ПС к 2)

4) p(a)q(a)       (С-правило к 3);

5) p(a)                гипотеза;

6) q(a)  - (МП к 4,5)

Вывод  формулы из гипотез с использованием правил вывода – трудоемкий и не эффективный, требуется изобретательность и неформальные интуитивные шаги. 
Теорема Черча(Мендельсон с172). Исчисление предикатов первого порядка неразрешимо.
Не существует способа (алгоритма) , позволяющего за конечное число шагов построить доказательство теорем в исчислении предикатов. 

А это означает, что не существует эффективной машинной процедуры доказательства теорем  выводом из гипотез. 

Эффективные методы доказательства следствия B из гипотез Г, заменяющие вывод, следуют из следующих утверждений (теорем).

Утверждение 1 (Новиков П.С.).

Формула В – логическое следствие  из гипотез Г=F​1​,F​2​…F​m​ тогда и только тогда, когда  формула                   

 Г  B= (F​1​(F​2​…(F​m​B))=  F​1​&F​2​&…&F​m​B - общезначима 

(Обобщение прямого метода доказательства в логике высказываний)
  Утверждение 2. Формула В – логическое следствие   из гипотез Г=F​1​,F​2​…F​m ​​​,если F​1​&F​2​&…&F​m​&B противоречие.(Обобщение теоремы 2- обратного метода доказательства в логике высказываний)

Таким образом, построение вывода заменяет доказательство общезначимости некоторой формулы.
Формулы преобразуются в ПНФ и после этого проверяется общезначимость М-интерпретацией или правилом резолюции.
2.     x(p(x)  q(x)) ,p(a)_

                       q(a)
  П (​1(i)​2​(i))&​1(a)​2​(a)    доказать общезначимость

(aA)(bB)(c v C)(dD)&aA
aA(bB)…(dD)A  

 (aA(bB)…(dD)) v A= 1  общезначимая формула , q(a) - следствие

В приложениях М-интерпретация – не эффективный, ручной метод доказательства.
Эффективный метод машинного доказательства теорем основывается на применении правила резолюции.
2.8. Метод резолюций в логике предикатов.

Для применения метода необходимо устранить кванторы и определить правила  интерпретации.

Утверждение (Робинсон, Чень и Ли) Всякую формулу   в ПНФ можно привести к  форме Сколема  без кванторов (Совершенная Сколемовская форма ССФ).

Алгоритм преобразования:

Формула представлена в ПНФ Kx1Kx2, . . . Kxn​М(x​1​…x​n​), где смешанные кванторы некоммутативны.

1). Если Kx1​ первый слева квантор существования xi, то можно применить С-правило, которое позволяет элиминировать квантор:

квантор устраняется и вместо всех вхождений переменной x​1 подставляется константа   

                   x1 Kx2, . . . Kxn (M(x1 … xn))  Kx2, . . . Kxn (M(a, … xn))

2). Если первому квантору существования предшествует i кванторов всеобщности, то квантор элиминируется следующим образом:

квантор удаляется и вместо соответствующей переменной x​i+1​ подставляется сколемовская функция f(x​1​…x​i).

 x​1​ x​2​… x​i  x​​​i+1​ Ki+2…​ M(x​1​…x​i+1…​xm)  

 x​1​ x​2​… x​i  Ki+2…​ M(x​1​…f(x1..xi)…​xm)

    Доказательство [Робинсон ] 

Пусть xyR(x.y)  выполнимо в D. При этом для любого a из D существует b из D такие, что R(a,b) истинно в D. Что эквивалентно утверждению, что существует функция f(x) с областью определения D и принимающая значения в D (отображение D  D) такая, что для каждого a высказывание R(a.f(a)) истинно в D. 

                                  xyR(x.y) = x R(x,f(x))

3) По правилу индивидуализации (ПИ) можно исключить все оставшиеся кванторы    и прийти к Совершенной Сколемовской Формуле без кванторов.

Пример1:

F=x y z  u v  w P(x,y,z,    u,v,w)  =P(a,y,z, f(y,z),v, g(y,z,v))




     




       a
 f(y,z) g(y,z,v)

Пример 2;

yz (D(z,y))& y x(F(x,y))& (F(x,y)F(z,x)D(z,y))=

q t (D(t,q))& xy (F(x,y))& (F(x,y)F(z,x)D(z,y))=

qt rm (F(r,m) &D(t,q)& (F(x,y)F(z,x)D(z,y)) предваренная форма
F(f(t),m) &D(t,a)& (F(x,y)F(z,x)D(z,y)) сколемовская нормальная форма
CCФ преобразуется в КНФ и представляет собой множество дизъюнктов , к которому добавляется  B (теорема 2) - таким образом, задано множество дизъюнктов S.

Если задано множество формул-гипотез A1,…An, то по теореме 2 они объединяются в конъюнкцию A1& ..& &An&B и возможно их независимое приведение к ССФ. 
Утверждение: Формула F противоречива, если S противоречиво (невыполнимо) и существует вывод пустого дизъюнкта.

Унификация – процедура сравнения предикатов и поиск подстановки-интерпретации, при которой предикаты совпадают.

Предикаты P(t​1​…t​n​) и P(l​1​…l​​n​), где t​i ​и l​i​ – термы сравнимы, если существует унифицирующая подстановка для всех пар аргументов 

( ti  li ).

Алгоритм унификации (Martelli-Montanari)

Для выбранных пар дизъюнктов формируется множество рассогласования  

- сопоставляются пары термов и решаются уравнения. 

  Если    пара предикатов
              P(t​1​…t​n​)                      

                         P(l​1​…l​​n​)









 , то {t​1​=l​1​…t​i​=l​i​}
- уравнения для выбора подстановок или

множество рассогласования. В машинном алгоритме выполняется посимвольное сравнение и выписываются пары символьных t​1​=l​1 строк-термов с первым различимым символом.


Для каждой пары t​1​=l​1 подстановка возможна, если один из термов – переменная и ее можно заменить частью или полностью другим термом. 

1) x = y , переменные,  x/y для всех x в уравнениях, уравнение исключается
2) a = x и a –константа, заменить x/a для всех вхождений x в уравнения рассогласования.

3) x = f(y) ,  x не принадлежит t , применим x/t=x/f(y) ко всем уравнениям

Допустимые пары рассогласования и соответствующие подстановки

x/y или y/x ,   если
x=y 

x/a

,  если x=a
x/f(y)

, если x=f(y) или x=f(а), но не унифицируется x=f(x),  f(x)=a
Пример 1.

           P(x , f(x))  =  P(y, f(b))

              x = y               ( x/y )         ( x/y/b)
             f(x) = f(b)         f(y) =f(b)   (  y/b )       P(b, f(b)) –унифицированный предикат
Две последовательные подстановки  x/y * y/b  и итоговая замена x/b – наибольший общий унификатор

Пример 2.

P(a, x,   f(g(y))
     
P(z,f(z),f(u))                            

a=z                      z/a
x=f(z)                  x=f(a)           x/f(a)
g(y)=u                g(y)=u           g(y)=u       u/g(y)
        и наибольший общий унификатор  z/a * x/f(a) * u/g(y),  после унификации   
                         P(a,  f((a),f(g(y)))
Если унификация выполнена, то возможно применение правил Девиса-Патнема и правила резолюции к  предикатам. Если унификация не выполнена, то не возможна и общая интерпретация для этих предикатов и  применение соответствующих правил. Следовательно, необходимо сопоставлять другие пары предикатов и выбирать для них общую интерпретацию – процедура бектрекинга (backtracing).
При этом дизъюнкт может содержать предикаты, имеющие одинаковые предикатные символы. Возможно применение унификации к таким предикатам, если выбранная подстановка применима  или Терм t свободен для замещения x в  A(x).

Правила Девиса и Патнема:

1.Правило тавтологии – исключение тождественно-истинного дизъюнкта обобщается и на предикаты.
2.Правило чистой литеры (предиката) применяется после унификации, после чего исключаются дизъюнкты с  унифицированными предикатами, для которых существуют выполнимые интерпретации.

3.В отличие от логики высказываний унификация имеет локальное применение – для конкретной пары дизъюнктов и удалять контрарные литералы(предикаты)  можно только, если выполняется унификация.

Дизъюнкты, к которым унификация не применялась, сохраняются.

   Применение этого правила совмещается с правилом резолюции и сопровождается исключением наддизъюнктов D, для которых полученная резольвента С≤D. 
Правило резолюции применимо, если контрарные предикаты сравнимы и унифицированы. Если сравниваются и унифицируются единичные предикаты, то вывод завершается – найдено опровержение и ,возможно, доказана  теорема.

В отличие от логики высказываний может быть не одно опровержение и доказаны несколько различных теорем с различными унифицирующими подстановками.

Пример доказательства с применением правил DP:

F​1​:x (c(x)w(x)&r(x))                         F​1​:x (c(x)w(x)&r(x))

F​2​: t (c(t)&o(t))                CCФ             F​2​: t (c(t)&o(t))

G: z(o(z)&r(z))                                 G: z(o(z)&r(z))= z (z(o(z) v r(z))

F​1​: c(x)w(x)&r(x)                 1)   c(x)w(x)
      w(a)

F​2​: c(a)&o(a)                            2)  c(t)r(t)
                  r(a)          0

G:z(o(z) v r(z)                       3)   o(a)

     r(a)





  4)   c(a)





5)  o(z)r(z)

Если ограничиться применением правила резолюции, то  доказательство
теоремы  следующее
c(x)w(x)

c(t)r(t)

c(a)

o(a)

o(z)r(z)

                 

t/a
          
w(a)


  r(a)




r(a)









 

Применяя правило резолюции попарным перебором упорядоченного списка дизъюнктов, получаем новые дизъюнкты, которые исключают соответствующие дизъюнкты, из которых они были получены – остаются w(a),r(a),r(a)  и на следующем шаге находим противоречие.
В [Ли] рассматриваются  множество стратегий вывода с применением правила резолюций. Дизъюнкты с чистой литерой образуют множество поддержки, внутри которого правило резолюции не применяется.
Пример: Доказательство теорем.[Нильсон]

Применение логики для решения задач Искусственного интеллекта связывают с доказательством теорем в прикладной теории, построенной на основе гипотез. Всякое истинное утверждение,  выводимое в теории, по определению [ п. 2.6   ],  является теоремой этой теории.

Гипотезы.

F​1​: “Если x – отец y, и z – отец x,то z – дед y”

x y z (F(x,y)&F(z,x)) D(z,y) =F(x,y)F(z,x)D(z,y)     (гипотеза)

F​2​:    “отец t существует у каждого p” 

должно быть записано следующей формулой-порядок применения кванторов имеет принципиальное значение[см. стр 22]

 pt(F(t,p))=F(f(p),p)  


(гипотеза)

“Для всякого p существует отец t/f(p)” после применения преобразования Сколема 


                                          

G: Теорема

G:  “Какой r является дедом m?”  или ”для всякого m существует  r –дед ?”

     m r D(r,m)  ?

Формула инвертируется и преобразуется   G = mrD(r,m)=D(r,b) после преобразования Сколема.

Формулы, подготовленные для доказательства .

F​1​: F(x,y)F(z,x)D(z,y)

F​2​: F(f(p),p)

G: D(r,b)

В формуле F1 пара  F(x,y)F(z,x) не унифицируется , так как терм t=z не свободен для замещения x в  F(z,x).

Применяем правило резолюции.

                       F(x,y)F(z,x)D(z,y)

F(f(p),p)

F(f(p),p)                                                  (x/f(p), y/p)

                    (z/f(p),x/p)                             F(z,f(p))D(z, p)
     F(f(p),p)



F(p,y)D(f(p), y)                        
                                              (z/r,p/b)   D(r,b)        


                (r/f(p),y/b)  D(r,b)        
p/f(p)не униф
                  F(r,f(b))         F(f(p),p)










F(p,b) 
F(f(p),p)
                                                 (r/f(p),p/f(b))
                                                                                                               

                       p/f(p)   Не унифицир 

y/p(z/r,p/b)(r/f(p),p/f(b))D(f(f(b),b)

m z D(m,z)= D(f(f(b) ,b) доказана теорема  в данной интерпретации
    “отец отца b является его дедом”

Получена новая информация- знание. 

При этом выполнены формальные  преобразования , результаты требуют специальной интерпретации – в данном случае смысла функции, полученной формальными преобразованиями.  В [Нильсон] предлагается модифицированный метод вывода, в котором совмещается формирование ответа и вывод с использованием правила резолюции.

 Пример 2: Задача в информационно-справочной системе

Рекс – собака                                                 D(P)

Рекс – родитель Голда


Q(Р,Г)

Рекс – родитель Джека



Q(Р,Д)

Если родитель животного собака, то животное – собака.    Q(x,y)&D(x)D(y)

Какие существуют собаки?      zD(z)

Описание в  дизъюнктах

D(P)

Q(Р,Г)

Q(Р,Д)

Q(x,y) v D(x) v D(y) не унифицируются D, так как не свободны для замещения в Q
D(z)

Вывод – доказательство теорем

                  Q(P,Д)       Q(P,Г)                              Q(x,y) v D(x) v D(y)


                       D(P) v D(Д)                 D(P) v D(Г)

D(P) 

                                              







     





             D(z)
      D(Г)                           D(Д)              D(z)






               z/Г



        z/Д



zЄ{ Р , Г , Д } ответ получен в результате доказательства теоремы   zD(z)

Приложения логики предикатов.

Помимо рассмотренных примеров машинного доказательства теорем в задачах искусственного интеллекта, в информационно-справочных системах, рассматриваются несколько прикладных задач, которые также могут быть сформулированы в  логике предикатов.

1. Применение логики в базах данных.

Базы данных - важнейшая область информатики, в которой изучаются методы организации данных разнообразных прикладных областей и алгоритмы управления данными  - доступ , преобразования, оптимизация хранения и др

Данные имеют сложную структуру, определяемую таблицами, которые являются многоместными отношениями.

Логика эффективно применима [17, Грэй] при описании данных и разработке методов доступа, формулируемых  в виде задачи логического вывода  в информационно поисковых системах. 

Пример структуры данных из [2-9,Борщев]

Данные определяются многоместными предикатами и задаются таблицами: 

Поезд (x,y,z)

	Номер поезда  x
	Откуда    y
	Куда    z

	28
	Москва
	Казань

	10
	Смоленск
	Казань


Категория поезда(х,у)

	Номер поезда x
	Категория  y

	28
	Скорый

	10
	Пассажирский


Обслуживание (х,у)

	Номер поезда  x
	Обслуживание  y

	28
	Буфет

	10
	Ресторан


Расписание (x,y,z,k)


t = {<20,20> . . . }

	Номер поезда  x
	Время отправления

<час,мин>   y
	Время прибытия

<>       z
	Время в пути

<>      k

	28
	<20.20>
	 . . . . . . . .  . . . . . . 
	 . . . .  . . . . . . .  . . . 

	10
	<10.15>
	
	


Остановки (x,y,z,k)

	Номер поезда  x
	Остановки   y
	Время прибытия   z
	Время отправления  k

	28
	Муром
	<23.20>
	<23.25>

	10
	
	
	



В данном приложении  используются различные области интерпретации. переменных

x1Q;
xnQn
Рассмотрим расширенную область интерпретации: Q = Q1  Q2 . . .Qn
Тогда все переменные могут быть определены в одной области интерпретации , к предикатам применимы связки и законы теории первого порядка.

Следующая логическая формула связывает заданные отношения в составе утверждения

хyztp (остановка(х, Муром, у, z) & ((Поезд(х, Москва, t)  Поезд(х, Тверь,р))

Интерпретация этой формулы при подстановке конкретных данных из таблиц и является ответом на следующие запросы к базе данных.


1)Существует ли данная остановка на пути из Москвы или Твери.?

 Ответом на этот вопрос (запрос) является хотя бы одна подстановка, при которой  формула выполнима. 


2) Показать все остановки заданного маршрута 


3) Номер поезда, который останавливается в Муроме в t=<23.20>

2. Применение к программам.[Чень, Карпов]


Программы разрабатываются интуитивно, вследствие этого могут быть допущены принципиальные ошибки.


Предписывающие (вычислительные) алгоритмы могут быть представлены неформальным описанием  в виде блок-схем. Описание состоит из последовательности шагов – операторов и инструкций. Предписывающий алгоритм исполняется (интерпретируется) неймановской машиной и является ее программой. 

Проверка корректности неформального алгоритма может быть основана на логической модели алгоритма, исследования которой могут быть выполнены формальными логическими методами.[Чень ]


В программе выбираются контрольные точки (узлы), которым ставят в соответствие предикаты, обозначающие состояние программы в соответствующих узлах.

Термы ti  обозначают  переменные и их значения в процессе выполнения программы.

Логическое описание семантики программы:

1) если i и j – это вход и выход операторной вершины то переход из i в j – это дуга, которая определяется формулой: 

Qi(t1t2 . . . tn)  Qj(l1l2 . . .ln),    где lj = f(t1 . . . tn) - обозначение соответствующего преобразования, выполняемого оператором.

2) если i и j – вход и выход условной вершины. Тогда дуге «i  j» ставится в соответствие формула с контрольным предикатом:

           Qi & P  Qi,     где 
P = P(t1 . . . tn) - контрольный предикат

3) узел Qk объединяет два и более состояний Qi на входе операторной или условной вершины и записывается в виде тождества

Qk= Qi(t1t2 . . . tn)

3) начало программы Q0 -  нульместный предикат (простое высказывание)

4) конец программы Qk.

Пример логического описания программы «умножения»



х,у – целые


x – множимое; у – множитель  

          z - произведение вычисляется по формуле    z=
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Формулы F , описывающие программу:

1. Q0 Q1(x,y,z=0)&(y>=0)&(x>=0)
2. Q1(x,y,0) ( Q2(x,y,0)


2. Q2(x,y,z)=Q1(x,y,0) v Q5(x,y,z)

3. Q2&(y=0)  Q4(x,y,z)

4. Q2&(y>0)  Q3(x,y,z)

5. Q3 (x,y,z)  Q5(x,y-1,z+x)

6. Q4 (x,y,z) Q6(x,y)&(y=0)

Контрольные свойства - инварианты в программе

7. Q3 (x,y,z) & (z > 0)  Q5 (x,y - 1,z + x) & (z > x)

8. Q3 (x,y,z) & (z = 0)  Q5 (x,y - 1, x)

Задачи анализа программы:

 1. Доказать, что при любых исходных данных программа имеет завершение   

                F  xy( Q6 (x,y) & (y = 0))

  2. Интерпретация формул для конкретных исходных данных эквивалентна исполнению программы. 

1) подстановка значений переменных после ввода данных в формулу 1.

           

Y=5,  x=10

2) интерпретация формул после подстановки значений переменных.

              Q1(x,y,z=0)&(y>=0) = Q1(10,5,0)&(5>=0) = Q1(10,5,0)

3) переход к следующей формуле, в которой условие импликации истинно и   запуск итерационного процесса интерпретации (Q1=T) 

a)  выполняются формулы, пока Fi+1 не равно Fi.

b) Формулы можно упорядочить для ускорения итерации. 

c) Формулы можно интерпретировать параллельно 

  3.  Символическое тестирование и частичные вычисления– при неполностью определенных данных с целью тестирования алгоритма, в результате интерпретации при частично определенных данных будет получена формула, которая совпадает с исходным определением метода вычисления.


Задаемся множимым х = а; и множителем у = 3. 

Интерпретация: 

Q0Q1(x = a, y = 3, z = )
Q2(a, 3, )Q3(a, 3, )

Q5(a, y = 2, z = z + a)

Q2(a, 2, a)

 Q3(a,2,a) 

Q5(a, y = 1, z = a + a)

Q2(a, 1, a + a)

Q5(a, y = , z = a + a + a)

Q2(a, , a + a + a)

Q4(a, , a + a + a)

Q6(a, )
- конец программы.

Подтверждается исполнение формулы  z=a*3=
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4. В традиционном программировании  используются контрольные формулы, в которых проверяется состояние данных в конкретных точках программы. В языках программирования (С++, Паскаль) используется оператор 

    assert(логическая формула  с предикатами), при интерпретации этой формулы формируется признак ( и 1), по которому можно контролировать возможные   ошибки в исходных данных и вычислениях.

 В одной из книг по технологиям программирования описывается случай, когда из-за непредусмотренной ошибки в исходных данных был нанесен существенный ущерб - выключилось питание авианосца.

   3.Логическое (сентенциальное) программирование.

Логическое программирование - метод решения задач, основанный на логике. Язык программирования –Пролог. История создания языка связана с осознанием возможности построения универсальной модели преобразования символьных данных при решении задач искусственного интеллекта -     языки и методы решения таких задач впервые реализованы в системах SmallTalk, Planner, Lisp.

А.Колмерое (Франция)  в 1971     предложил язык для решения задач с логическими базами знаний . В 1982 г Osterby T. разработан интерпретатор языка.  В 1984 разработан компилятор языка для PC.

Дальнейшее развитие связано с устранением ограничений, свойственных чисто символической обработке данных,  – добавление графики, численной арифметики, списковых структур  данных  и человеко-машинного интерфейса.

Таким образом, поздние версии фирмы Borland – Турбо-, PDC-, Visial     -Пролог не столь очевидно связаны с логикой, изучение и применение языка могут быть организованы без использования логики в явном виде [Братко].

   Синтаксис и семантика языка Пролог могут быть определены логическими обозначениями, однако явная алгоритмическая запись преобразований данных отсутствует, что позволяет обозначать метод решения задач в Прологе как не алгоритмический, сентенциальный, декларативный [   ].

Программа состоит из объявлений (деклараций) – отсутствуют общепринятые управляющие конструкции do, while, for,…

Интерпретатор языка сам принимает решение, как получить ответ на запрос.

              Алгоритм= Логика + Управление.

Логика- определение области знаний (модель области)

Управление- интерпретатор языка.

.

3.1.Декларативная семантика программ Пролога.

Декларативная модель – определяет истинность отношений, представленных формулами логики предикатов первого порядка.
    Начальник(ФамилиябОклад) :-

                        Служащий(Фамилия,Оклад), Оклад >20000

Декларативное прочтение : Некто Начальник, если ………

Программа P ={Fi} – множество ССФ формул, определяющих отношения и свойства в некоторых областях (не обязательно в одной) областях интерпретации.

Синтаксис предложений – формулы с Хорновскими дизъюнктами.

Хорновский дизъюнкт  содержит не более одного (+)положительного литерала, соответствующее условное выражение содержит в виде следствия однолитерный дизъюнкт (Предикат). В явном виде отсутствуют логические операции &, v, ┐ вместо них используются запятые и знак (-) в теле правила

If a then b ;  a  b;  ┐a  v b;  записывается  как b:-a, где b- голова, a-тело

If a&c then b; a&c  b;   ┐a v  ┐c  v b;  записывается  как b:-a,c,

  где b- голова, a,c-тело

Дизъюнкты называются правилами (клаузами – Clauses) с предикатами и записываются с использованием содержательных обозначений предикатов

Grandparents(x,z) : - parent(x,y),




    parent(y,z).

Таким образом, записано правило “ Если (x родитель y)  и ( y родитель z), то (x дед(бабушка) z)”

Sister(x,y) : - parent(z,x),



 parent(z,y),



 female(x).

“ Если (z родитель x)  и  (z родитель y) и (x женского рода), то (x сестра y)”
?- a(X), b(X,Y) ; C(Z)

Сначала проверяется истинность a(X)  и b(X,Y) и если неудача, то проверяется по  ИЛИ  c(Z)
Допускается применение инверсии-встроенный предикат not
Сельский_Житель(X) :-

                                Not( Горожанин(X)),




 Not( Житель-пригорода(X))

Предикаты, аргументы которых заданы константами ( высказывания), называются фактами и просто перечисляются



male(Tom)



male(Jim)



female(Liz)



female(Pat)



parent(Tom,Liz)

 Для запуска программы должна быть сформулирована цель – предикат со знаком вопроса.

? – parent(x,Ann), parent(x,Pat)  

 “Кто является родителями Ann и Pat?”

Таким образом, данный пример имеет отношение к базе данных.

Выполнение программы – доказательство (вывод) цели с использованием унификации и  правила резолюции.

Решение задачи – ответ на вопрос – это значения переменной x, при которых предикаты цели истинны T.

Таким образом, если Р-программа и B1&B2& ..&Bn – цели, то




P  B1&B2& ..&Bn выполнимо , а 




P ┐ (B1&B2& ..&Bn) противоречие

Цели при выполнении опровергаются согласованием термов в предикатах цели с правилами и фактами.

Согласование в логическом программировании заменяет (не совпадает) с унификацией. Отличается тем, что допускается рекурсивное применение подстановки (x/f(x). Таким образом, разрешено рекурсивное исполнение программы, заменяющее цикл с параметрами в традиционном программировании.

Рекурсивные определения
    Предок (A,Б):-                 
                         Родитель (B,Б)

Предок (A,B):-

 

Родитель (B,Б),



Предок (A,B)

Пример вычисления f(x)=x!.

Программа состоит из факта и одного правила

fact(0,1)            обозначает базис рекурсии 0!=1,

fact(x,y) fact(x-1,f(y,x)),     правило  вычисления факториала   f(y,x)=y*x
Цель     ?fact(8,y)  -  вычислить y=8!

Работа программы по правилу резолюции

 
fact(0,1)
┐fact(8,y)             fact(x,y) v ┐fact(x-1,f(y,x))  


    x/8,  y/f(y,x)

                           ┐fact(7,f(y,8))              fact(x,y) v ┐fact(x-1,f(y,x))


    x/7,  y/f(y,x)   

                            ┐fact(6,f(f(y,8),7))            fact(x,y) v ┐fact(x-1,f(y,x))

    x/6, y/ f(y,f(y,8))





┐fact(5,f(f(f(y,8),7),6))









      fact(0,1)          ┐fact(0,f(f(f(f(y,8),7),6), ..,1))

   x/0, y/1               

                               Решение f(f(f(f(y,8),7),6), ..,1) при y/1 определяется рекурсивной формулой 8*7*6* ,,,*1 – формула далее не унифицируется, но возможна обратная подстановка y/1

3.2. Процедурная семантика программ Пролога.
Начальник(ФамилиябОклад) :-

                        Служащий(Фамилия,Оклад), Оклад >20000

процедурное прочтение :  Процедура Начальник – запрос и вызов процедуры с этим именем, для ее выполнения следует выполнить процедуры в условии в определенной последовательности.
Более близкой к традиционному представлению об алгоритме и его исполнению является процедурная семантика программы Пролога, в большинстве своем реализуемая в известных системах фирмы Borland [ ].

Программа – множество правил вида

A  B1,B2, ..,Bm, где Bi –  процедуры, вызываемые с головы  A, которая является входом в это множество процедур, называемое телом процедуры.

Цели – упорядоченное линейно множество литералов (запросов-вызовов процедур) C1,C2,..Cn.

Таким образом, организован порядок вызова процедур исполнения программы, называемый линейной резолюцией (SLD – State Linear Definition)

Пусть исходное упорядоченное множество целей

                               С1,C2, … Cn
Найти правило (клауз) и согласовать его аргументы с первым литералом из головы A  B1,B2, ..,Bm. Клаузы должны иметь различные переменные – переименовать при необходимости.

Заменить C1 телом процедуры для первой найденной и согласованной с целью головы

                                     B1,B2m ..Bm,C2,,,,Cn  

Продолжать исполнение с B1.

С процедурной семантикой согласуются встроенные процедуры человеко-машинного интерфейса (графика, клавиатура), структуры данных и численная арифметика, ввод-вывод, работа с файлами, экранами
?-X is 10*4

    X=40

?-X is 3, X<4

   X=3

    tes
Для демонстрации вычислений используется дерево вычислений.

Пример 1. 

   Рекс – собака      D(R)

      Голден - родитель Рекса  P(R,G)

      Джон - родитель Рекса    P(R,J)

      Если родитель животного собака то животное тоже собака

         xy P(x,y)&D(x)D(y)


   Какие здесь существуют собаки?

             zD(z)    






-D(z)  цель





z/y                       z/R



          D(x), P(x,y)

     z=R


                             x/R  

                                            P(R,y)


                           y/G                         y/J

                                  P(R,G)             P(R,J)

                                 z=G                     z=J              ответы z=R,G,J

Пример 2.

P(d)                                                                 -A(z)

Q(b,c)

R(d)                                                        x1/z             x2/z           

R(b)

A(x1)P(x1),Q(x1,y)                       P(z).Q(z,y)            R(y).Q(y,z)

A(x2)R(y),Q(y,x2)

-A(z)                                                z/d                           y/d              y/b

                                                              Q(d,y)                Q(d,z)       Q(b,z)











z/c





false
                      false             










Q(b,с) – решение z=c
Пример 3 - рекурсия.

Q(a)                                                                       -P(x)

P(a)                                                        

P(f(x)) : -P(x),-Q(x)                                                         x/x1

 -P(x)                                                       P(a)         P(x1),Q(x1)    

                                                                             P(a)                 Q(a)                                  

                                                                                       P(x2),Q(x2)                  









             
             







P(a)                 Q(a)    








P(x3),Q(x3)

Заключение.

Логика является математической дисциплиной имеющей, фундаментальное значение для математики и разнообразных приложений:

  - в гуманитарных науках  -основа правильных логически корректно построенных рассуждений.

-  в технических науках позволяют формализовать сложные практические задачи проектирования и перейти к их автоматизированному решению.

  Самостоятельное значение имеет логическое программирование, в котором используетcя декларативное описание задачи вместо традиционного процедурного(алгоритмического). И это дает определенные преимущества при решении задач искусственного интеллекта, при разработке баз знаний и информационно-справочных систем.







p(x)/K
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