КРАТЧАЙШИЕ ПУТИ

Пусть дан граф G(X, Γ), ребрам которого приписаны веса (стоимости), заданные матрицей C=׀׀cij׀׀n×n. Задача о кратчайшем пути состоит в нахождении пути с минимальным суммарным весом от начальной вершины s
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X до конечной  t
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X или от начальной вершины s
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X до всех остальных, при условии, что такие пути существуют.
Наиболее эффективным алгоритмом решения этой задачи является алгоритм Дейкстры. Он основан на приписывании вершинам временных пометок, дающих верхнюю границу длины пути от s к этой вершине. Эти пометки постепенно уточняются и на каждом шаге итерации точно одна из временных пометок становится постоянной. Это указывает на то, что пометка уже не является верхней границей, а дает точную длину кратчайшего пути от s к рассматриваемой вершине.
АЛГОРИТМ ДЕЙКСТРЫ

Алгоритм применим для графов с неотрицательными весами ребер (cij≥0).

Пусть l(xi) пометка вершины xi, а l(xi)+ - постоянная пометка вершины.
1. Положить l(s)=0+ и считать эту пометку постоянной. Положить l(xi)=∞  для всех  xi ≠ s и считать их временными. Положить p=s.
2. Для всех xi
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Гр, пометки которых временные изменить пометки в соответствии со следующим выражением
l(xi) = min[l(xi), l(p) + c(p,xi)].

3. Среди всех вершин с временными пометками найти такую, для которой
l(xi*) = min[l(xi)].
4. Считать пометку вершины xi* постоянной l(xi*)+ и положить p= xi*.
5. (Если надо найти лишь путь от s до t):

если  p=t, то l(p) – длина кратчайшего пути. Если  p ≠ t, перейти к п.2.
6. ( Если надо найти путь от s до всех остальных вершин):
если все вершины имеют постоянные пометки, то конец, если есть временные пометки, то перейти к п.2.

Сами пути можно получить при помощи рекурсивной процедуры с использованием соотношения:

l(xi’) + c(xi’, xi)= l(xi),

где xi’ – вершина непосредственно предшествующая вершине xi в кратчайшем пути от s к xi.
ПРИМЕР.
Дан взвешенный граф G(X,Г)  и матрица весов C=׀׀cij׀׀7×7. Необходимо найти кратчайшие пути от начальной вершины x1 ко всем остальным вершинам.
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1. l(x1)=0+, l(xi)= ∞, для всех i ≠ 1, p = x1.
Результаты итерации запишем в таблицу.
2. Гp ={x2, x6, x7} – все пометки временные, уточним их:
l(x2)=min[∞ ,0++2]=2;

l(x6)=min[∞, 0++10]=10;
l(x7)=min[∞, 0++17]=17.
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3. l(xi*) = min[l(xi)] = l(x2) = 2.

4. x2 получает постоянную пометку l(x2) = 2+, p=x2.
5. Не все вершины имеют постоянные пометки

Гp ={x1, x3, x7} – временные пометки имеют вершины x3, x7, уточняем их: 

l(x3)=min[∞, 2++3]=5;
l(x7)=min[17, 2++10]=12.
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6. l(xi*) = min[l(xi)] = l(x3) = 5.

7. l(x3) = 5+, p=x3.
8. Не все вершины имеют постоянные пометки

Гp ={x2, x4, x6} – временные пометки имеют вершины x4, x6, уточняем их: 

l(x4)=min[∞ , 5++15]=20;
	
	
	1 
	2 
	3 
	4 

	
	x1
	0+
	
	
	

	
	x2
	∞
	2+
	
	


	L=
	x3
	∞
	∞
	5+
	

	
	x4
	∞
	∞
	∞
	20

	
	x5
	∞
	∞
	∞
	∞

	
	x6
	∞
	10
	10
	8+

	
	x7
	∞
	17
	12
	12


l(x6)=min[10, 5++3]=8.
9. l(xi*) = min[l(xi)] = l(x6) = 8.

10.  l(x6) = 8+, p=x6.
11.  Не все вершины имеют постоянные пометки

Гp ={x1, x5, x7} – временные пометки имеют вершины x5, x7, уточняем их: 

l(x5)=min[∞ , 8++15]=23;
l(x7)=min[12, 8++3]=11.
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12. l(xi*) = min[l(xi)] = l(x7) = 11.

13.  l(x7) = 11+, p=x7.
14.  Не все пометки постоянные 

Гp ={x1, x2, x4, x6} – временную пометку имеет вершина x4,  уточняем ее: 

l(x4)=min[20, 11++5]=16.
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15. l(xi*) = min[l(xi)] = l(x4) = 16.

16.  l(x4) = 16+, p=x4.
17.  Не все пометки постоянные 

Гp ={ x3, x5, x7} – временную пометку имеет вершина x5,  уточняем ее: 

l(x5)=min[23, 16++5]=21.
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18. l(xi*) = l(x5) = 21.

19.  l(x5) = 21+, p=x5.
20.  Все пометки постоянные. 

Кратчайшие расстояния от вершины x1 до всех вершин найдены. Как найти кратчайший путь до конкретной вершины, покажем на примере вершины x5.

l(x5) = 21, Гx5 ={ x4, x6}, 

21 = l(x4)+ c(x4, x5)=16+5,
21 ≠ l(x6)+ c(x6, x5)=8+15. 
Это означает, что в вершину x5 мы попали из вершины x4. 

Далее l(x4) = 16, Гx4 ={ x3, x5, x7}, 

16 ≠ l(x3)+ c(x3, x4)=5+15,

16 ≠ l(x5)+ c(x5, x4)=21+15,

16 = l(x7)+ c(x7, x4)=11+5. 
Это означает, что в вершину x4 мы попали из вершины x7. 

Далее l(x7) = 11, Гx7 ={ x1, x4, x6}, 

11 ≠ l(x1)+ c(x1, x7)=0+17,

11 ≠ l(x4)+ c(x4, x7)=16+5,

11 = l(x6)+ c(x6, x7)=8+3. 
Это означает, что в вершину x7 мы попали из вершины x6. 

Далее l(x6) = 8, Гx6 ={ x1, x3, x5, x7}, 

8 ≠ l(x1)+ c(x1, x6)=0+10,

8 = l(x3)+ c(x3, x6)=5+3,

8 ≠ l(x5)+ c(x5, x6)=21+15,

8 ≠ l(x7)+ c(x7, x6)=11+3.

Это означает, что в вершину x6 мы попали из вершины x3. 

Далее l(x3) = 5, Гx3 ={ x2, x4, x6}, 

5 = l(x2)+ c(x2, x3)=2+3,

5 ≠ l(x4)+ c(x4, x3)=16+15,

5 ≠ l(x6)+ c(x6, x3)=8+3.

Это означает, что в вершину x3  мы попали из вершины x2. 

Далее l(x2) = 2, Гx2 ={ x1, x3, x7}, 

2 = l(x1)+ c(x1, x2)=0+2,

2 ≠ l(x3)+ c(x3, x2)=5+3,

2 ≠ l(x7)+ c(x7, x2)=11+10.

Это означает, что в вершину x2  мы попали из вершины x1. Кратчайший путь от вершины x1 до вершины x5 найден:


Так же находятся кратчайшие пути до других вершин.

ЗАДАНИЕ.

Найти кратчайшие пути от одной из угловых вершин на коммутационном поле до остальных вершин, cij=rij×dp(i)p(j).
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