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ЦИКЛИЧЕСКИЕ Коды 





Циклические коды относятся к систематическим разделимым кодам. Две характерные особенности этих кодов привлекают к себе внимание. 


Прежде всего практически неограниченные корректирующие возможности, что делает их особенно привлекательными в сложной помеховой обстановке, когда статистический анализ указывает на возможность появления в канале связи многократных и особенно пачечных ошибок, т.е. условий, при которых коды Хемминга не в состоянии обеспечить заданную помехоустойчивость. 


Вторая особенность заключается в чрезвычайной простоте инженерной реализации кодирующих и декодирующих устройств циклических кодов.


Отмеченные достоинства привели к тому, что в настоящее время циклические коды получили весьма широкое распространение.





Теоретические основы циклических кодов





Теоретической  основой для разработки циклических кодов, методов их синтеза, разработки алгоритмов кодирования и декодирования является область абстрактной алгебры, которая получила название алгебры групп, в силу чего циклические коды иногда называют групповыми.


Для кодирования и декодирования используется алгебра двоичных многочленов (многочленов с коэффициентами 0 и 1) или, как говорят, многочленов над двоичным полем, полем Галуа. Поле Галуа обозначается GF(2).


Полем называется множество, состоящее из элементов различной природы, для которого определены законы двух основных операций: сложения и умножения. Эти основные операции должны удовлетворять законам коммутативности и ассоциативности.


Сложение                               Умножение


a + b = b + a - коммутативность - ab = ba


a + (b + с)  =(a + b) + с - ассоциативность - a(bс) = (ab)cю


Данные операции связаны законом дистрибутивности


[(a +) c = ac + bc], 


причем сложение обладает обратной операцией - вычитанием.


Обе эти операции должны обладать условию замкнутости: в результате сложения двух элементов некоторого множества a и b может быть получен только такой элемент с, который также принадлежит данному множеству,


т.е. если a ( G, b ( G, и a + b = с, то и c ( G. То же относится и ко второй операции.


Действительно, если допустить, что в результате сложения (или умножения) может быть получен элемент, не принадлежащий данному множеству, т.е. если требования замкнутости не выполняются, то при  кодировании в результате этих операций мы можем выйти за пределы принятой системы кодирования.


Может возникнуть вопрос, какое отношение имеют эти алгебраические рассуждения к рассматриваемой проблеме помехоустойчивого кодирования?  Оказывается самое прямое. 


Каждая кодовая комбинация может быть представлена в виде многочлена соответствующей степени некоторой абстрактной переменной х.


Например, комбинация "10101" - 1(24 + 0(23 + 1(22 + 0(21 + 1(20 может быть записана в виде многочлена 


1(х4 + 0(х3 + 1(х2 + 0(х1 + 1(х0 = х4 + х2 +1.


Мы видим, что коэффициентами при абстрактной переменной х являются либо 1, либо 0, т.е. элементы GF(2), а показатели степени соответствуют номерам разрядов. Та же комбинация в десятичном исчислении соответствует числу 21. Мы получаем, таким образом, различные представления двоичных многочленов


х4 + х2 +1 ( 21  ( 10101.


Циклические коды характерны тем, что все комбинации данного кода могут быть образованы из одной начальной комбинации путем циклического сдвига справа налево, при этом символ крайнего левого ряда перемещается на место младшего разряда - в конец комбинации. Например, исходная комбинация "10101":


1 сдвиг 01011


2 сдвиг 10110


3 сдвиг 01101


4 сдвиг 11010


5 сдвиг 10101,


т.е. повторилась исходная комбинация. Такая особенность и объясняет название этих кодов - циклические.


Циклический сдвиг кодовой комбинации аналогичен умножению соответствующего многочлена на х:





000101 ( 0(х5 + 0(х4 + 0(х3 + 1(х2 + 0(х1 + 1(х0 = х2 + 1;


001010 ( 0(х5 + 0(х4 + 1(х3 + 0(х2 + 1(х1 + 0(х0 = х3 + х;


010100 ( 0(х5 + 1(х4 + 0(х3 + 1(х2 + 0(х1 + 0(х0 = х4 + х2;


101000 ( 1(х5 + 0(х4 + 1(х3 + 0(х2 + 0(х1 + 0(х0 = х5 + х3;





(х2 + 1) х ( х3+ х ( 001010;


(х3 + х) х ( х4 + х2 ( 010100;


(х4 + х2) х ( х5 + х3 ( 101000.


Если степень многочлена достигает разрядности кода, то происходит "перенос" в нулевую степень при х и цикл повторяется. В шифраторах циклических кодов эта операция осуществляется путем соединения выхода ячейки старшего разряда со входом ячейки нулевого разряда. Сложение по модулю 2 любых двух соседних комбинаций равносильно операции умножения многочлена, соответствующего комбинации первого слагаемого, на многочлен х + 1, если приведение подобных членов осуществляется по модулю 2.


Пример:         000101


                  (


                     001010


                     001111





                     х2 + 0 + 1 ( 000101


                            х + 1


                     х2 + 0 + 1


              х3 + 0 +  х  


              х3 + х2 +х + 1 ( 001111.


Таким образом , любая кодовая комбинация циклического кода может быть получена путем умножения специально подобранного многочлена на некоторый другой многочлен.





Методы построения циклических кодов





Для построения циклических кодов принципиальное значение имеют так называемые образующие (генераторные) многочлены. В качестве образующих используются многочлены, неприводимые над полем двоичных чисел. Многочлен называется неприводимым, если  он делится без остатка только на себя или на единицу.


В качестве информационных символов (И) для построения циклических кодов используются комбинации двоичного безызбыточного кода.


Если некоторую комбинацию безызбыточного кода G(X) умножить  на образующий многочлен Р(Х), в результате получится комбинация циклического кода F(X), обладающего уже некоторой помехоустойчивостью. Корректирующие свойства циклического кода определяются видом образующего многочлена Р(Х). Полученный код, однако,  не будет  систематическим: контрольные символы будут располагаться бессистемно, на произвольных местах. Это, естественно, затрудняет декодирование.


Схема дешифратора и процедура декодирования существенно упрощается, если контрольные символы размещать на строго определенных местах (мы уже использовали эту идею, рассматривая коды Хемминга). 


В циклических кодах для контрольных символов отводятся места после информационных символов - в конце кодовой комбинации. Для этого  достаточно исходную кодовую комбинацию G(X) умножить на одночлен, степень которого равна  nк. Такое умножение соответствует повышению степени исходного многочлена на величину nк , что эквивалентно приписыванию справа такого же числа нулей.


Например, исходная комбинация 1010, т.е. G(X) = х3 + х. Если необходимое по условиям помехоустойчивости число контрольных символов равно трем (nк =3), то одночлен равен х3 и, следовательно, 


G(X) х3 = (х3 + х) х3 = х6 + х4 ( 1010000 .


Мы видим, что в новой семиразрядной кодовой комбинации в конце "приготовлены" три места для размещения трех контрольных символов. Теперь надо определить значения трех контрольных символов. 


Рассмотрим этот процесс на примере.


Пусть требуется закодировать комбинацию 


G(X) = х3 + х2  + 1 ( 1101.  Для выбора производящих многочленов в литературе имеются подробные таблицы ( воспользуемся одной из них).
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Р(Х)�
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х + 1


х2 + х + 1


х3 + х + 1


х4 + х + 1


х5 + х2+ 1�
�
Не обосновывая пока свой выбор (это будет сделано ниже), возьмем многочлен Р(Х) = х3 + х + 1 ( 1011.


Далее проделаем следующее: умножим G(X) на одночлен той же степени, что и Р(Х). Мы уже видели, что при этом "освобождаются места для размещения контрольных символов


G(X) х3 = (х3 + х2 + 1) х3 = (х6 +  х5  + х3) ( 1101000 .


Разделим произведение  �EMBED Equation.DSMT4��� на образующий полином Р(Х):


х6 +  х5       + х3      х3 + х + 1


х6 +       х4   + х3       х3+х2+х+1 


       х5 + х4


       х5       + х3 + х2


             х4 + х3 + х2


             х4          + х2 + х


                    х3          + х


                    х3 +        х + 1


                                        1


т.е. (G(X) х3) / Р(Х) = (х3+х2+х+1)  + 1 / (х3 + х + 1). 


Таким образом, в результате деления мы получим частное Q(X) той же степени, что и кодируемая комбинация G(X):


Q(X) = х3+х2+х+1 ( 1111, G(X) = х3 + х + 1  ( 1101 и остаток  R(X) = 1.


В общем виде можно записать


�EMBED Equation.DSMT4���         (1)


или, умножив обе части на образующий многочлен Р(Х):





�EMBED Equation.DSMT4���.  (2)


Следовательно, кодовая комбинация циклического кода


�EMBED Equation.DSMT4��� (3)


может быть получена двумя способами:


путем умножения комбинации Q(X), являющейся одной из комбинаций безызбыточного кода, подлежащего преобразованию в циклический код: Q(X) ( 1111 на образующий полином Р(Х);


в результате умножения заданной комбинации безызбыточного кода G(X) на одночлен �EMBED Equation.DSMT4���, имеющий ту же степень, что и образующий многочлен Р(Х), и добавления к произведению остатка R(X), полученного от деления произведения �EMBED Equation.DSMT4��� на образующий многочлен Р(Х).


Продолжая начатый пример можем записать


F(X) = (х3+х2+х+1) (х3+х+1)= (х3+х+1)х3 + 1  или в двоичной записи


F(X) = 1111(1011 = 1101000 + 001 = 1101 001.


           nи     nк
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